DIE EINEM HOMOGENEN LINEAREN 


DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEM 
ZUGEORDNETEN SYSTEME, 


INAUGURAL-DISSERTATION 


ZUR ERLANGUNG DER DOKTORWÜRDE EINER HOHEN 
PHILOSOPHISCHEN FAKULTÄT DER GROSSH. BADISCHEN 


ALBERT-LUDWIG-UNIVERSITÄT 
ZU FREIBURG IM BREISGAU 


VORGELEGT VON 


CHRISTIAN PFISTNER 


AUS SULZBACH, OBERAMT BACKNANG, 


m De TRIER | 


DRUCK VON B. 6. TEUBNER IN LEIPZIG 1910, 


Kol 
en Wi 


FRAU GERTRUDE HAEHNEL 


GEWIDMET 


Vorwort. 


Die Anregung zu vorliegender Arbeit verdanke ich meinem hoch- 
verehrten Lehrer Herrn Professor Loewy. 

Ihr Zweck ist folgender: Man kann einer einzigen linearen homo- 
genen Differentialgleichung andere zuordnen, deren Integrale zu der 
vorgelegten in einfacher Beziehung stehen. Man denke z.B. an die 
adjungierten und assoziierten Differentialgleichungen. Was hierüber in 
der Literatur bekannt ist, findet sich bei Herrn L. Schlesinger, 
Bericht über die Entwicklung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen seit 1865 (Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung 
1909, S. 52 ff.). In derselben Weise kann man auch einem Systeme von 
linearen homogenen Differentialgleichungen andere Systeme zuordnen; 
hierüber liegen, soweit mir bekannt ist, nur Untersuchungen von Herrn 
Schlesinger vor (Crelle J. f.r. u. ang. Math. Bd.128, 5.295). Wie sich 
diese Untersuchungen verallgemeinern lassen, soll besonders anschließend 
an die Veröffentlichung von Herrn A. Loewy in den Transactions of 
the American math. Soc. 5, 61 gezeigt werden. Es wird sich im folgen- 
den darum handeln, einige einem System linearer homogener Differential- 
gleichungen zugeordnete Systeme wirklich anzugeben, worauf ich dann 
im Schlußparagraphen einige allgemeine Sätze über den Zusammenhang 
dieser Systeme entwickeln werde. 

Für seinen bewährten Rat, mit dem mich Herr Professor Loewy 
bei meiner Arbeit unterstützte, möchte ich ihn an dieser Stelle noch- 
mals meines aufrichtigsten Dankes versichern. 


Se 
Über Differentialgleichungsysteme, die man einem Systeme zuordnen 
kann, und Formulierung der zu lösenden Aufgabe. 


Es sei gegeben eine Matrix 


4, Ip An 


» 


Gakassa (0 
De a 


Ani 2°" Anm / 
deren n? Elemente in einem gewissen Gebiete p<x<r eindeutige, 
stetige, mehrmals differentiierbare Funktionen der Variabeln x sind; 
Yıı Yı2* In 
(y,,) = Yı Yan '' "Yan 


Yaı Yn2'' * Yan 


bedeute ferner eine Matrix von n? Elementen, für welche die Deter- 
minante |y,,|+ 0 ist, und die das System 


dy,, 
(A) (Fe) (u) 
linearer homogener Differentialgleichungen befriedigt. Alsdann heißt 
(y,,) eine Integralmatrix des Systems (A). 

Es seien zunächst einige Symbole angeführt, deren wir uns im 
folgenden bedienen. Es soll allgemein ein System von n? Elementen 
a bn 
bgı gg "ba, 
bn1 L,9 Re En 
abgekürzt mit (f,,) bezeichnet, d. h. durch das Glied der iten Zeile und 
“ten Kolonne charakterisiert werden. Ferner sei unter eu die Matrix 
(Ze) verstanden und, wenn (Ü eine Konstante bedeutet, soll 


CWw,,) = (C ; v,,) 


lg NUN 


sein. Schließlich möge die Inverse der Matrix (y,,) mit (y,,)", die 
Transponierte mit (y,,)' bezeichnet werden. 

Wir beweisen nunmehr folgenden Satz, der in ähnlicher Fassung 
zuerst von Herrn Appell!) aufgestellt wurde: 


I. Hat man eine rationale Funktion der Elemente der Integral- 
matrix (y,,) des Systems (A) und ihrer Abgeleiteten (bis zur m-ten), die 
ihre Form nicht ändert, wenn man ihre Elemente durch die eines anderen 
Fundamentalsystems von (A) ersetzt, so ist dieselbe eine rationale Funk- 
tion der Koeffizienten a,, und ihrer Abgeleiteten (bis zur (m — 1)-ten). 


Es ist zunächst unmittelbar klar, daß die n! Systeme, die man 
durch Vertauschung der Zeilen in (y,,) erhält, wiederum Fundamental- 
systeme des Differentialsystems (A) sind. 

Bei einer solchen Transformation bleibt aber eine derartige ratio- 
nale Funktion R, wie sie unser Satz verlangt, ungeändert, was zur 
Folge hat, daß die Derivierten der Elemente, die in ein und derselben 
Kolonne der Matrix (y,,) stehen, bis zu derselben Ordnung vorkommen 
müssen. Mithin ist R eine Funktion der Argumente 


ey Ir Mai, Mi, 0 Gy 
Yır» Ya» El Eee a ae da ni m daPpı 

Se . My Wr. t Ayne, AN PP yı ne Ar yns 
Yız, Yaz) Mas 2 da 9 0m Ans 
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Durch wiederholte Differentiation der Gleichung (A) ersehen wir aber 
ohne weiteres, daß sich die m-ten Ableitungen der Elemente y,, als ra- 
tionale Funktionen der Elemente selbst und der Koeffizienten «a,, nebst 
deren Abgeleiteten bis zur (m — 1)-ten darstellen lassen. Vermittels 
des Systems (A) können wir mithin die rationale Funktion R in eine 
solche R’ verwandeln, in der sämtliche Derivierten der y,, eliminiert 
sind, die also die Form hat: 


ru Va RE A ER Kan e: an) 
» 9219 nn) #119 nn? de?’ dx ? ’ np! dar; )’ 
worin 9, die höchste in R vorkommende Derivierte bedeutet. 

Hat man nun die Funktion R derartig transformiert, daß sie keine 
Abgeleiteten der y,, mehr enthält, so hängt dieselbe, wie wir zeigen 
wollen, überhaupt nicht mehr von den Größen y,, ab. Um dies nach- 


1) Appell, Annales de l’&cole normale, serie II, vol. 10, p. 400. 


ER TENDO N AEN 


zuweisen, bedenke man, daß das allgemeinste Lösungssystem von (A) 


mit den Elementen Y,, erhalten wird, indem man die Integralmatrix 


(y,,) mit einer konstanten Matrix (c,,) links komponiert; es ist also 
Lo) (Wr) 


Yı = %1Yıı + %3Y%ı + + on Ynı 
(1) Ya = ıYıa + &%aYaa + + CnYnz Besen) 


oder 


Yun &1Yın t GsYant °F Gun Yan 


Da die y,, ein Fundamentalsystem bilden und mithin ihre Determinante 
nicht verschwindet, so kann man, wenn die Y,, beliebig vorgegeben 
sind, Werte c,, aus dem System (1) linearer Gleichungen eindeutig be- 
stimmen. Betrachtet man also die Funktion R’ an einer regulären 
Stelle x, so muß sie daselbst einen wohl definierten Wert besitzen 
während sich aus dem Obigen ergibt, daß sie jeden beliebigen Wert an- 
nehmen könnte. Es hängt daher R’ überhaupt nicht von den y,, ab 
womit der Beweis für die Richtigkeit unseres Satzes erbracht ist. 
Vermittels dieses Satzes beweisen wir jetzt den folgenden: 


II. Hat man eine Matrix 


lu 
F,,= Fy, Fa’ Fr. 5 
Eu Fur’ Fun 


deren u? Elemente F,, rationale Funktionen der y,, und ihrer Ab- 

geleiteten sind, und die die folgenden beiden Eigenschaften besitzen: 

1. Die Determinante der F',, verschwindet nicht, 

2. bei jeder linearen homogenen Transformation der y,, mit konstanten 
Koeffizienten von nicht verschwindender Determinante transformiere 
sich die Matrix ebenfalls linear und homogen mit konstanten Koeffi- 
zienten und zwar derartig, daß ihre Determinante + O ist, 

alsdann befriedigen die Elemente der Matrix F,, ein Differentialsystem, 

dessen Koeffizientenmatrix (b,,) Elemente besitzt, die rationale Funktionen 

der a,, und ihrer Abgeleiteten sind. 


Nach Voraussetzung soll also die Matrix F', bei einer linearen 
homogenen Transformation mit konstanten Koeffizienten der y,, sich 
ebenfalls linear und homogen transformieren, d. h. wenn (Y,,) übergeht 
in (7) (6,,)(4,), gehe F,, über in eine neue Matrix (®,,)— (d,,)(F,,) 
wobei die Größen d,, Konstanten mit nicht verschwindender Determi- 
nante sind; da voraussetzungsgemäß |F' | +0 ist, so ist auch die De- 


10, 
terminante |®,,| von Null verschieden. Wir wollen jetzt, da wir nach 
dem eben Gesagten die Inverse der Matrix ®,, bilden können, den Aus- 


druck (®,,)- 1(S a) näher betrachten. Es wird nämlich: 


9, (Ze) = (7) 
Die Matrix (F, HS) ändert sich also bei der Transformation 


(Y,,) = (e,,)(,,) nicht; ihre Elemente b,,, die gemäß ihrer Bildung ra- 
tionale Funktionen dr y,, und ihrer Abgeleiteten sind, hängen mithin 
nach dem Satze I überhaupt nicht von diesen Größen ab, sondern lassen 
sich als rationale Funktionen der a,, und ihrer Derivierten darstellen. 
Es genügen daher die Größen F,, einem Differentialgleichungssystem 


(B) (Ze) = (#6), 


wobei also die 5b,, rationale Funktionen der a,, und ihrer Deri- 


vierten sind. 
Wir stellen uns im folgenden die Aufgabe, eimige solcher zugeordneter 
Systeme F,,, bei welchen die Elemente b,, der Koeffüzientenmatris in 


ix? 


dieser einfachen Beziehung zu den Elementen a,, des Systems (A) stehen, 
anzugeben und die gegenseitige Zuordnung klarzulegen. 


8.2. 
Der Differentiation entsprechende Differentialgleichungssysteme, 


Es soll in diesem Paragraphen dem Systeme 


d 7% 
(A) (72) = ,.) (@,) 
ein Differentialsystem 
d2;, 
(B) (Fe) = @,) 
zugeordnet werden, bei dem die Elemente z,, der Integralmatrix von 


(B) durch einfache Differentiation aus den Elementen der Integral- 
matrix (A) hervorgehen. Es soll mithin (z,,) von der Form sein: 


Yin yr2 Den Yin) 


us 1) yYı2 ER (kr) 
D) @)=W?)= Yan |, 


kı Ro) 22. gg 
a 


woraus man unmittelbar das Bildungsgesetz ersieht, demzufolge die 
Matrix (z,,) in jeder einzelnen Kolonne durchgehend dieselbe Abgeleitete 
enthält. 


Bra Ca I an 


Es ergibt sich dann für eine solche Integralmatrix (B), daß sie 
die zweite in $ 1, Il geforderte Eigenschaft besitzt. Denn besteht die 
Gleichung 
(2) Y,,= GıYın t GaYar Bag T On Ynus (,#=1,2,...n) 


wo die G,,, Gay +. ,, Konstante Größen bedeuten, so ergibt sich durch 


k,-malige Differentiation von (2) nach x 
(2a) Yr = u Ar Re ar mr % ER Di 


(wobei %, eine ganze positive Zahl ist). 
Man erkennt daraus, daß sich die y“») ebenso transformieren, wie 


die y,, selbst, oder daß 
(2b) =). 


Die erste Bedingung des $1, II dagegen ist nicht eine unmittelbare 
Folge der Voraussetzung |y,,| + 0, wie die Differentialgleichung 
d?y 
da? 


it 


Hr) = = (y,,)(a,,) geschrieben werden kann, wo 


zeigt, die als System (@ 
(a,,) = (M) ist. Dabei ist (y,,) = ie 1) die Integralmatrix; mithin wird, 


wenn man in (|) A, =k,=1 wählt 
(= = - 0), 
und folglich: ist 
[2..| mei). 


Führt man jetzt die Voraussetzung ein, daß die Determinante 
|2,,| + 0 ist, so hat man ein System F',, des $ 1; mithin sind die Ele- 
mente b,, des Systems (B) rationale Funktionen der Elemente a,, und 
ihrer Derivierten. 

Um die Größen b,, in dem hier vorliegenden Falle als Funktionen 
der a,, darzustellen, greifen wir auf Gleichung (1) zurück. Ersetzt man 
nämlich in derselben die Derivierten der y,, nach der Gleichung (A), 
so drückt sich eine Größe y*» in der Form 


2,4 


(1a) en Yıpın 


aus, und es wird mithin die Matrix 


(@,) = (u (ei), 


lo 
worin die Elemente der Matrix (p*») bloße Funktionen der a,, und ihrer 
Derivierten sind. Bezeichnet man mit Herrn Schlesingeräh die durch 
das Symbol (z,,)” (: ) definierte Operation kurz mit D,(z,,), so er- 
gibt sich der Zusammenhang der Matrix (b,,) mit der Matrix (a,,) in 
folgender Weise: 
(b,, Bi D,(&.) ER D, 2 ;) (p)] Se (Be), Sn (Y; 5) (pw) FE D, (9) 
oder da nach (A) 
D,9,;. 7 (@,,) 
ist, 
(8) 0) = Wa) EN) + D.C). 


Wir ersehen zunächst aus Gleichung (B’), daß durch Bestimmung 
der Elemente der Matrix (p%») die Elemente b,, explizit durch die a,, 
und ihre Abgeleiteten ausgedrückt sind; ferner aus Gleichung (1a), daß 
die eingeführte Bedingung |z,,| +0 die Bedingung 
ken 
erfordert, da 


N 


1%. |9;.|19 und |y,,|=#0 ist. 


Aus dem Systeme (la) 


Wr) — (y,,) (9%) 


folgt aber, wenn wir ım folgenden der Symmetrie halber unter den 
O-ten Abgeleiteten die Elemente selbst und unter dem Symbol (2) die 
Zahl 1 verstehen, da 


(y9) har (Y; n (d;,), 
wo Ö,, das Kroneckersche Symbol bedeutet, daB (99) = (d,,) ist. 
Weiterhin folgt, da 
(A) = Yin) (&r) 
ist, daß 
GEELORCDIE 
Die Differentiation von (A) ergibt 
U + Ya 


1) Schlesinger, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen 8. 26 ff. 
Leipzig 1908. 


TE 

oder mit Hilfe von (A) und unter Weglassung der Matrix (y,,) 
VAEEBIHIORC EEE RGFIH ED} 

desgleichen durch zweimalige Differentiation des Systems (A) 

UEEETHIHIHRCHIELEHIHRL ICH EEE IC/ PIE AORIE 


Die allgemeine Formel erhält man durch wiederholte Anwendung 
der Gleichung 


II NE), wann 


die sich durch %,-malige Differentiation der Gleichung (A) ergibt, und 


zwar wird: 


( De | > (ee) Ge) Bere): er (ne . a) 
en n—1\ n—1 nl n,—1 
(3) (d0419) 2 (d9) (a9) (a9), 


wobei , ++. +n,=k,(r,ra,°r, natürliche Zahlen) und die 
Summation über sämtliche 2*=-! Glieder zu erstrecken ist, die den Zer- 
legungen der Zahl %, in Summanden r,,r3,:--r, entsprechen und die 
Zahl k, selbst als eine solche zu rechnen ist. Dabei sind auch alle 
Zerlegungen 1, +73 +: -+r,, die sich nur durch die Stellung der 
Summanden in dieser Summe unterscheiden, zu berücksichtigen. 


S 3. 
Systeme der Determinantentransformation. 
RER AN) 


Wir ordnen jetzt dem Systeme 


(A) (Fi) = (y,)(@,) 
ein System 

(B) (Te) - (6) 
in folgender Weise zu: 


Aus der Integralmatrix 
(y,,) = Y (‚a=1,2,-°-n) 


1) Dabei sind unter dem Symbole (%) die Binomialkoeffizienten zu verstehen, 


also n\ nn —-Yn— 2: n—k+1), 
= DABEI 


SAN 
bilden wir (2): Determinanten 


SH Yan Ita Iombin H<p<: << 


Um diese Unterdeterminanten der Determinante | Y| = |y, |@*=1,2::”) 


passend bezeichnen zu können, denken wir uns die A = (1 Kombi- 
nationen der Zahlen 1,2,-.-:n zu m in eine beliebige, aber fest ge- 
wählte Reihenfolge gebracht. Ist in der eingeführten Anordnung 
959,9, die F-te und h,, hg, h,, die H-te Kombination, so sei die 
Determinante 


(1) BEN NS a 


h 2 3 R , 
mit cm, bezeichnet. Aus den A? = (7) Determinanten cm) sei die 
m 
Matrix 
om aD. on 
cm) cw Bis 0”) 


ce” 0 es co” 


gebildet, die wir mit C,(Y) bezeichnen; wir wählen diese als Integral- 
matrix (2,,) unseres Systems (B). C,(Y)) heißt das „m-te abgeleitete“ 
oder auch das „(n—m)-te assoziierte“ System der Matrix Y.?) 

Das System (z,,) = 0, (Y) erfüllt nun die Bedingungen 1) und 2) 
des Satzes $ 1, II; denn es ist 


1) OT De folglich #0 (Satz von Franke?) 
2) 0.1.) u] = un) mb) = en) RI) 


Mithin ist die Matrix (2,,)= (0,,(Y) eine Matriz F,,, d. h. die Elemente 
b,, der Koeffizientenmatrix sind rationale Funktionen der Elemente a,,. 
Bezeichnet man ein Element z,, unseres Differentialgleichungs- 


ix 


systems (B) mit CW), so geht bei analoger Bezeichnung der Koeffi- 
zientenmatrix das System (B) über in: 


’ ach) 
= (Ge) - (mar 


1) Vgl. in bezug auf dieses System die zusammenfassende Darstellung in 
dem Artikel über Kombinatorik, Determinanten und Matrices von Herrn A. Loewy 
in’dem Repertorium von Pascal in der im Erscheinen begriffenen zweiten Auf- 
lage 8. 138ff. 

2) Vgl. Pascal a. a. O, 8. 139, 


N a 


Zur Berechnung der Koeffizientenmatrix (b) schlagen wir jetzt den 
folgenden Weg ein: 


Wir ordnen der Unterdeterminante?) 


ae SR S+ Yııkı Yoyhz Are Yamhm 
von | Y| ihre algebraische Adjungierte 
om|Y 
@ = 


Yun, ; Ya Be OY zn 


hm 


zu und bezeichnen sie mit I). Aus den A? Größen IX bilden wir 
die Matrix 


Ti Ti ----Ti% 
Ta Ta. 1% 


eu SIE uE Tai inte 9 


Pi I I 
sie sei mit I‘, (Y) bezeichnet. 


Dann folgt nach dem Laplaceschen Zerlegungssatz 


a Im 
&) Ne, 


da für unsern jetzigen Fall 


6) = 


ist, so wird 


- ac‘ 
IT) \ /40®% (z Dye ee 
(4) (9%) Br ( ee () Br I=1 & 8 
7 ds s Da 
(m) 
gleich einer Summe von m Determinanten, die sich 


dc 
Dabeı ist r 


von 07} nur dadurch unterscheiden, daß in ihnen jeweils die Elemente 
einer Kolonne !,(«=1,2,...m) durch ihre ersten Ableitungen er- 
setzt sind. 

Wir verstehen im folgenden unter 0Y7') bez. | Y@o| eine Deter- 
minante, die aus 0%) bzw. | Y| dadurch hervorgeht, daß man die Ele- 
mente der /,-ten Kolonne durch ihre ersten Derivierten ersetzt. Es 


wird daher nach dem Obigen 


ach, SI (m, ?,) 
(5) d& > e Orr ® 


1) Vergl. Pascal a. a. O. 8. 143 ff. 


Sei 7, eine der Kolonnen L,,%,---L,, so wird, da in | YWo| die Ele- 
mente aller übrigen Kolonnen außer der /,-ten ungeändert sind, nach 
dem Laplaceschen Zerlegungssatz 


a 
(6) | Yo) — Z Dan 


1. Betrachten wir den in Gleichung n auftretenden Ausdruck 


(m) ® 
5 Ise Te 


für den Fall, d® G=L(d.h.9,=1,@=1,2,---- m)) ist, so schreibt 


(m, 1.) 


sich mit Hilfe der neu eingeführten Größen O57z* unter Benützung 
der Gleichungen (5) und (6) derselbe 


M m 


(4a) 2 > rn ee - 2 7]. 


Für m =1 ergibt sich aber weiterhin aus Gleichung (6), wenn wir mit 
Y,, die algebraische Adjungierte des Elementes y,, in der Deter- 
minante | Y| bezeichnen: 


dy, 
(5a) I ru ie | YÜn). 


Nach (A) wird indes 


N 5 y; 
(6a) > an _ SIDE nl ı | Y). 
i=1 
Aus (6a) und (5a) ergibt sich mithin 
Yan] 
TIT Mir 


und wenn wir beachten, daß nach (4a) 


d 0) 2 
1 —- w > Yo | 


nl 


ist, so folgt aus (4) 
an yY(ı) | en 
DB Dann = ann tan ++ Amin 


a=t 


Sind in den Formen G=[9, 9-9.) und Z=[l ,---1,] die Ele- 
mente in ihrer natürlichen Größenordnung 9, <g,<::.:<g, und 


ı, <l,<:.--<l, geordnet, so müssen notwendig, wenn in G@ und L 
dieselben Elemente vorhanden sind, wie wir im Voraufgehenden an- 
genommen haben, die Elemente mit dem gleichen Index übereinstimmen, 
also g,=L,(e=1,2---m) sein. 

2. Es sei jetzt nG=[9, 9,:.-9,] undZi=[l,%,---!,] ein und 
nur ein Element, nämlich y,=#+1!,, so daß also der Term 


[9ı 95 u N = l I; Be ’ Ar I br ur I]. 


Weiterhin soll unter | Y* diejenige Determinante verstanden sein, die 
aus 'Y| dadurch hervorgeht, daß man die Elemente der Kolonne g, 
durch die der Kolonne /, ersetzt; ihr Wert ist also Null. Wir führen 
ferner die Determinante | Y*C»| ein; sie unterscheidet sich von | Y*| 
nur dadurch, daß in der Kolonne /, statt der Elemente ihre ersten 
Derivierten stehen. 

Wir beschäftigen uns im weiteren mit der Zerlegung der Deter- 
minante | Y*@»)| und stellen zu diesem Zwecke folgende Überlegungen 


an: Es läßt sich bekanntlich die Größe ITY. = Tl»; | als alge- 


to" Im 
91 92° '"'9m 


braische Adjungierte der Unterdeterminante 05% von | Y| in Form einer 
Determinante darstellen, die nur darin von | Y| abweicht, daß in ihr 
die Elemente y;,, (yß=1,2:.; m) durch Ö,, ersetzt sind, wo Öd,, 


das Kroneckersche Symbol bedeutet. Entwickeln wir jetzt | Y*@») 
(®=1,2...m) nach den Kolonnen /, l,-.-/, gemäß dem Laplace- 
schen Zerlegungssatze, so erhalten wir eine Summe von Produkten, die 
sich aus den Determinanten 


| dy,, 12 

YanYan''* be de N Yi, Im 

? Ay, 13 q | (m, 17) 

. . . * oo 0 0 —n {8 0: 006 . y l, | 
(8) Yıı Yi,ı, dx Yizim = Cr 3 
day; 
Yin I, Yima See dx SR: "Sim Im | 
(i1 i,- .im eine der 2) Kombinationen der Zahlen 1, 2,...n zu m) 


und den zugehörigen algebraischen Adjungierten zusammensetzen. Man 
sieht leicht ein, daß die zu (8) gehörige Adjungierte durch eine ein- 


malige Vertauschung der Zeilen 9, und /, ın TY übergeführt werden 


kann, also den Wert — I”) besitzt. 
Es wird folglich 
2 


) Don = — [yon] 
J=1 


Pfistner, 2 


und nach (5) 


ce) m Lı m 
(10) > rm on 2 m N ne) 2} EUER > | Yy*an]. 
p=1 J=1l B=1 


Da aber | Y*"9| = ist, wenn !,-F 1, ist, so erhalten wir 


0) Der, 
p=1 
Weiter folgt aus (9) für m =1 und ß=« 
2 dyın, 
(9b) an Dir 5 
u= 


was auch die direkte Entwicklung von | Y*C&| nach der Kolonne 1, 
ergibt. Nun folgt aber aus dem System (A) 


dr 
23 Yo q u a r Ogalar 


wodurch (9a) und (9b) übergeht in 


(9e) | a a 
p=1 


Gleichung (4) nimmt daher in diesem Falle bei Benützung von 
(10) und (9e) die Form an: 


A nn 
Sum 
(m) A RR p=1 22 
(11) bei = ıY] ar: | Y| Ügla: 


Folgen in den Termen @ und ZL die Elemente in ihrer natürlichen 
Reihenfolge gg <,<-:-<g, und. <!,„<-.-<], aufemander und 
ist in dem Term @ nur ein einziges Element 9 von einem Element / 
in L verschieden, so brauchen diese verschiedenen Elemente (außer für 
m = 1) durchaus nicht denselben Index zu haben. Es sei g,+1;; 
dann aber kann bei der angegebenen Reihenfolge der Elemente von 
@ und ZL durch («+ ß + 2w)malige Vertauschung von Kolonnen aus 
co”) eine neue Matrix a) hergeleitet werden, bei der die Kolonne ls 
an a-ter Stelle steht, während für die übrigen Elemente g,—1, is 
w bedeutet hierbei eine ganze positive Zahl. Es ist also 


t; 


a — (— 1) a+ß 0 


En ea 


eine Matrix, auf die wir Gleichung (11) anwenden dürfen, so daß wir 
erhalten 
2 2 
12 4 
> rm) ac JL >, rm) dC; 
J=1 BR dx J=1 dx 2 
FrungnTeng Lat et Kia 1)*+ Pay, 


oder 

ARlayep.) — (- 1)+?a,,,, wenn g,+1, und die Elemente g und I 
in@G und Z in der natürlichen Reihen- 
folge stehen. 


3. Sind schließlich in @ und Z zwei oder mehr Elemente g, = l,, so 
wird, wie aus obiger Überlegung unmittelbar hervorgeht, 


dc") 
(m) EVEN 
22) 5 ee 
also nach (4) 
(12a) ber = 0. 


Die Matrix (b4}) wird daher, sofen „<<< 9, und 
ı <i<-.-L, Ist: 


Da=A, a t+Al,n rt +%,,, wenn G=L ist, d.h. 
g,=h,&@=12--..m), 
Di)=(- 1)? a,,,, wenn in den Termen [9, 93: ::9,] und 
Il lg: -1„/ nur ein Element 9, = 1, ist 
(13) und die Indices « und ß die Stelle be- 
zeichnen, an der mn G bzw. L die Ele- 
mente g, bzw. |, stehen, 
DE = 0, wenn in [9 95: 9, und [1 Is -- 1] zwei oder mehr 
Elemente 9, + |, sind. 


Zu demselben Resultat gelangt man auch durch direkte Differen- 
tiation von 0% unter Berücksichtigung des Systems (A).!) 

Für m =1 geht das System (bY,) in die Koeffizientenmatrix «,, 
des Systems (A) selbst über, da hier notwendig, wie schon oben er- 
wähnt, «= ß=1 sein muß, weil die Terme @ und L nur aus einem 
Element bestehen. 

Für m =2 folgt unter Berücksichtigung von Gleichung (11), in- 
dem wir also nicht 0, (Y), sondern ein damit verwandtes System bilden, 


1) Schlesinger: Crelle J. f. r. u. ang, Math., Band 128, S. 296. 
9* 


BEN 
bei dem das eine verschiedene Elementepaar g und / in @G und L an 
derselben Stelle steht: 
x Di „= ut A, 


. I &a & RE, L; 
ir — da,ı,? bi. 1, sn OgzT, ( ı# 19 „+ =) 


11) 


u ae 0. (Fl), und u -+%) 
la 
Mithin lautet das Be 
919 n 
ayı Yu, u UNI: A + 9192 A 
da Ye a dılı AR &g a 1 
at et 


und stimmt mit dem von Fuchs!) aufgestellten bei entsprechender Be- 
zeichnung überein. Es ist mithin das dort aufgeführte System nicht 
mit dem System CG,(Y) identisch; aus dem zweiten Abschnitte unserer 
Herleitung wird sich der Zusammenhang dieser beiden Differential- 
gleichungssysteme ergeben. 
Für m=n—1 erhalten wir aus (13), wenn g, bez. I, die in 
— [9,95° 9, ‚| und Z=[l ,---1,_,] fehlenden von den » Elementen 


1,2,:--n bedeuten, so daß analog a N =D. Sek 
[rl In—1l Ita 
D 


Au 8 & 
b, I ir: (— l) (- a, g + d, I Sa,,) ) 
aß Pr« a Pr=1 


hierbei bedeutet Ö,, das Kroneckersche Symbol mit den zwei Werten 
0 und 1. 
Dieses System wurde von Herrn Schlesinger”) ebenfalls aufge- 


stellt, wo aber das Vorzeichen (— 1)e 8 unberücksichtigt geblieben 
ist, was auch daraus erhellt, daß bei der Substitution, die zum adjun- 


1) Fuchs, Zur Theorie der Abelschen Funktionen; Sitzungsberichte der Berl. 
Akademie (1898), S. 478, 479. 

2) Schlesinger: Crelle J.f.r. u. ang. Math., Bd. 128, 8. 296. Nach Ab- 
schluß dieser Arbeit werde ich mit einer soeben erschienenen Abhandlung von 
Herrn Darboux (Annales de l’ecole normale 1909/10) bekannt, in der ebenfalls von 
einem Systeme Gebrauch gemacht ist, das zu den in $ 3 behandelten gehört. 

Es ist nämlich nach dortiger Definition 


wobei die Größen x, dem Differentialgleichungssystem 


a; \ 
FF == A,;%%xr (,„k=1,2,:.-n) 
k 


Narr Ur %m +%;, Una Yımtrı 


genügen; ferner 


r,(9) 


gierten Systeme a) überführt, 1. c. kein Vorzeichen zu beachten ist. 


Es geht mithin unser System in das von Herrn Schlesinger aufge- 
stellte über durch die Substitution: 


tr! 
= 14 = (— 1) ß Sy . 


2, T,(m). 


Wir haben schon gelegentlich der Berechnung der Koeffizienten- 
matrix (b,,) des Systems C,,(Y) die Matrix T!,(Y) definiert, von der 
wir ohne weiteres einsehen, daß sie ein System F', des $1, II ist; in 


mithin ci ai x! ai 
ER RR 
Xc, X Hu 
ee eat 
x: %, x Si 


93 


2 mp2 m2 mp2 
x; 4, % TC 


Wir führen jetzt durch Definition die Größen ein: 


Ya Yirna U (‚2=1,2%,...n) 
Ya Ion (»=n+1,n+2,...2n) 
eg (52 =1,2,...n) 

ei OR 
rt: later 


Dann geht 2A,,,,, über in 


Yıi Yır Y,ı Yım 


12n+1n+2 __|Yi Yar . Yaı Yan 
Ak ı ODER q ’ 
Yn+l,i Yn+1,k Yn+1,ı Ya+ı,m 


Yn+2,i Yn+2,k Yn+2,1 Yn+2,m 
wobei die Größen y,, dem Differentialgleichungssystem 
dıy; 
(>) Bei Y; 4 (&; ) 
genügen, 
Bilden wir nicht die Operation C,(Y), sondern ein damit verwandtes System, 


bei dem in unserer früheren Bezeichnung in $ 3, 2 das eine verschiedene Elemente- 
paar g und Z in G und L an derselben Stelle steht, so läßt sich das Differential- 


gleichungssystem 
d2;; EHI 
Er ei > un likıim Audndyda=1,2,...2n) 


mit Hilfe von Gleichung (13) unmittelbar schreiben als 
Ü2;kım 


dt => Zukım ui re, uk FI rum Ku a um? (u=1,2,...2n) 
ad u id fi 


was nach dem Obigen direkt mit dem Resultate von Herrn Darb oux übereinstimmt 


folge dessen lassen sich die Elemente der Koeffizientenmatrix (ß,,) des 


Systems 
ar") RA 
®) I) - ne 


als rationale Funktionen der Kleente a,;, des Systems (A) darstellen. 
Wir machen es uns im folgenden zur Aufgabe, den Zusammenhang 
zwischen den Systemen (b,,) und (ß,,) darzulegen. 
Aus Gleichung (3) auf Seite 15 folgt 


DIN INN) 
wobei (|Y|) = (|Y],,) ist. 
Mithin 
DM), 
da (0, Y)= (0,7) ist; folglich 
FD) (C,FYF) und (2) (7), 
rel 1 ur u her el 
woraus sich ergibt 
(= (1, >) 
a) Ya a REN 


(ee x 
BAR N 2 zer) 


r=1 


(15) 


Nun wird 


Führt man weiter die Matrix (c,,) durch die Definition ein 
ad: dx) 
(16) RE Gmea N 
so erhält man für die Transponierte 
40, N! / 


und da (0,F74)(C,D) = ($,,) ist, so folgt mittels Differentiation 
dieser Gleichung 


(162) (u, = (RED) (0,0) = - 0,7 (EP) - — @,,) 


dx 


2, 


folglich nach (15), (16) und (16a) 
Ve 9=-0,+(Za,,). 


ImUükt et 
3. Fr) =. 
Aus dem System T},(Y) ergibt sich ein neues, wenn man seine 


Elemente durch die Determinante |Y| dividiert. Auch hier sind 
die Eigenschaften 1) und 2) des Satzes $ 1, II ohne weiteres klar, da 
ja, wenn (Y) übergeht in (C)(Y), das System (T,,(Y)) sich in das 
System (T,(C))(T,,(X)) transformiert. 

Der Zusammenhang der Koeffizientenmatrix (B,,) mit (ß,,) und 
(b,,) ergibt sich aus dem Nachstehenden: 


KR DL) 


= () 


6)-2, 0,0) - any I) (De) m Z 


oder 
ar) = 8) - (Zu) = - 0,‘ 


Für m=1 geht dieses System in das adjungierte System!) über 
das mithin nach (13) das Koeffizientensystem 


„== —(T.: 
(17a) “ * also f,,=—q,, 
besitzt. E 


Weitere Systeme F',, erhalten wir durch Verallgemeinerung des 


vorigen Abschnittes, in welchem wir das System I,(Y) durch 
C,N|=|T,(Y)| = |Y] dividierten. So ergibt sich in leicht verständ- 
licher Bezeichnung das Koeffizientensystem für 

3) 


(m ea): ()=(b,)-— ve = B) 
= 
) 


(come) CA Red Fe (2a) 


er) 


1) Schlesinger, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen 8. 27. 


Er 


Statt der Elemente y,, können wir auch in den Operationen 


0,Y), T,X), T,(Y) usw. ihre Ableitungen setzen, wodurch neue 
Systeme 7’, erhalten werden, deren Koeffizientenmatrices nach $ 3 und 


ıH 


$S 2 berechnet werden können, sofern nur die Determinanten dieser 
Systeme nicht verschwinden. 


S 4. 
Systeme der Produkttransformation. 


Es seien jetzt m Differentialsysteme 


days, r 7. 
(A,) ns > (Y; ”) (a;,) (r=1,2,.- m) 


gegeben und es sei (y;,) auch kurz mit (Y,) bezeichnet. Diesen 
m Systemen ordnen wir ein neues System 


d2;, 
(B) (72) 
in folgender Weise zu: 
Wir bilden aus den Elementen der Matrices (Y,) Produkte von 


der Form eh a 
Fy}; 2 By 0 %,ß2=1,2, m 
FR Pı ® Ya,ß. Yonßm 9 ( 0 

amı Pm= 12, Nm 


die wir passend bezeichnen wollen. 

Da die Größe «, die Werte 1,2,...n,, &, die Werte ,2,..%, 
« die Werte 1,2,...n,, sämtlich durchläuft, so ist die Anzahl x aller 
möglichen Terme [«, «, ... «| gleich n, :n, :...-n,,; diese seien in eine 
beliebige, aber fest gewählte Reihenfolge gebracht und in dieser An- 
ordnung sei [e&, ag... «| der 4-te, [ß, Ps .-. ß,„] der B-te Term; dann 
sei das Element 


Mm 


Ya, Ya,B. Ber Ian 


Be “m oder kurz mit u bezeichnet. Aus diesen nz? Pro- 
Pıfßa---Pm 


dukten bilden wir eine neue Matrix 


auch mit 2 


ee 
A. 


die wir auch mit IZ,(Y) oder mit Y, > Y,>=...>< Y,, bezeichnen und 
nach dem Vorgange von Herrn Hurwitz!) als Produkttransformation 
bezeichnen. 


1) A. Hurwitz, Math. Ann. 45, 388 (1894). 


ENOH N 


Diese neue Matrix II,(Y,) hat die Eigenschaften 1) und 2) des 
Satzes $ 1, II. Denn nach einem Satze von Kronecker ist 
E 
I = 8 1%” 
=1,2,...m 
wenn ® das Zeichen für Produkt bedeutet, und fällt folglich von Null 
verschieden aus. Transformiert sich ferner (Y,) in (C,)(Y,), wobei (C,) 
eine konstante Matrix bedeutet, so transformiert sieh II,(Y,) in 
I1,(C,) I2.(X,). Es läßt sich daher, wie sich durch wiederholte An- 
wendung des Satzes $ 1, II ohne weiteres ergibt, die Koeffizientenmatrix 
dieses Systems II, (Y,) Alk eine Matrix, deren Elemente rationale Funk- 
tionen der ne a’, sind, darstellen. 
Bezeichnen wir a Glied der Koeffizientenmatrix von II, (Y,) = (2”),) 


entsprechend mit bs, so schreibt sich das System (B) in unserm 
Falle in der Form 


(B)) 


(4:25 


)= On 


Wir können diese Koeffizientenmatrix (b”),) oder ausführlicher 


geschrieben (b3.5....5.) leicht berechnen. Es ist nämlich 


dll„(Y,) AR 
Ra En) 


Ferner ist 


re En, 


M 


und 


LOS. 17 30 nu.Te vo ee rer 


wenn Y;,s,:|Y,| die Adjungierte von yz,s, in der Determinante |Y,| 
ist. Daraus folgt 


(I7,2)° = = (du... oe Ki L Pac, ee N) 
Weiterhin ergibt sich 


Fr ir (2 Yaya Yan Ze an) 


und mithin wird 


(bei. n)= (> S Fo 1208 ag" BEN j SR 


Re Aion 


(17) 


A, = 1, 2% ‚N, 
va 
T 9 Ay, . As = 1 Dr: «Ng 

IR Sn, dx  Konufim in ulhreäm 


I y 


Da hierbei A,,A,,... A, die angegebenen Werte unabhängig von- 
einander durchlaufen, so folgt aus (17) 


m N, a RS 
(17a) (by, Ba. Se -|3( 2 Y, &ı Yun, 27 En VB E 


=1 \ı=1 
Nm 


Sy oyaım 
Ay“ Am &m Im Em 


na im=i 
Nun folgt aber aus bekannten Determinantensätzen und aus den 


Systemen (4,): 


r=1,2,...m; aß; das Kroneckersche Symbol) 


S 
(18) ae 


— —( A ae ee) 
Bei Benützung der Gleichung (18) geht (17a) über in 


(17b) (bar man. 130 O5 8, 0a 3 a a 


1. Sind also die beiden Terme [«,«,...«,] und [ß,ß,...ß,| iden- 


tisch, [&, &...e,]=[P ß...#,, d.h =ßB, m —-B, „a 00005 
ergibt sich aus (17b) 


& og... 2 
Das, u Sie des mw Oo, &5 Fr Ei an en 


2. Ist in den beiden Termen [«, «,...«,| und [ß, ß,-..ß] ein Ele- 
ment «,=+ ß, (p eine der Zahlen 1,2,...m), während die übrigen Ele- 
mente «,— ß, sind, so folgt aus (17b) 


0 .. 
ba P2- m > = da, Pp' 


3. Sind in den beiden Termen [«,«,...«,] und [ß, ß,-.. | zwei 
oder mehr Elemente «, + ß,, so folgt aus (17b) 


De. er =. 
Es wird daher die Matrix (b3!5:...r 


a — an due + , +. ie nn 
wenn in [&,@,...«,] und [ß, ß,...ß,] ein und 
nur ein Element &,=+ ß,- 


(19) bin m ep? 
wenn in [a,@,...«,] und [ß, fs... ß,] zwei oder 
mehr ‚Elemente «, = ß, sind. | 


D°: 2° ‚Km Kan 
PıPpas Pam m 9 


ER 


Wir wollen hier die Rechnung an einem Beispiele durchführen. 
Für m=2 erhalten wir aus (19) 


0% 1 2 
Dr dr — (a, un Ua, oz 
VERET E R rs WE pr 
(19a) Die, nF da, ßı) ba, en Ua, Ba 


b45 = 0, wenn «, +ß, und + ß,. 
Das Differentialgleichungssystem lautet daher 


dz“ 15} 


an Ag YA! 1), =1,2,. 0 
an on, is 1,2, -.H.n, 
ger 2 ger h hy’ Pr 
BE ıßı er ar, 2) +2# 7b Pıßa 
1,0, & ßı? 
+ gi bo /ı =1,2,.-A-Lhßıtl:- N 
(B,) > Pıfo’ PıP 2 LE N 


Nnı 
ur &. a, 
an En LER > Ay LER 
1 = 


Setzen wir nn. =n,=2 und schreiben die beiden gegebenen 
Systeme (A,) in der Form 


dy dz 
Az — Iıtııt Yalı ° in ?ıdıı + Zabeı 
(20) (A,) (A,), 
| d2, EA IIENE 
iz — Yılız T Ya%e Han 93 998 
so wird in (19a) zu setzen sein: 
Ya) Te 
Pı Pı c&Pı a ßı 4% 
al Ar STERN TA 
I, a 47 %, U aß 
Mit Hilfe von (20) ergibt sich auch direkt 
dy,2 
I — — Yy2y° Ay 4 Ya2 Ag + Yızı“ dit Yıa  daı 
dy, 2; 
re — YıRg" Ay + Yaßg' Ag + Yızı“ dit Yıza' das 
dys2 
en — Yo 4 Y92;°Agg+ Ya2ı bu + Yakz du 
dy;2 
2 = Ya Ag + Yakz' Ag + Ya2ı ‘dia + Yaa‘ Dan. 


Die direkte Berechnung stimmt also mit unseren Formeln (19) 
überein. 

Wir wollen noch einen speziellen Fall behandeln, in dem sich die 
Koeffizientenmatrix (0) von II,(Y,) leicht direkt bestimmt. Setzt 
man 


(U) — (1) = A) und M)-WI-),  erem 


a 
so daß offenbar (Y,) fürr=2,3,---,m das System befriedigt: 


0:0.2.9 
d ß 
(Fi) = (y1,)(@,), wo (a7) - e 0.8 5 


ist, so sind die Elemente von IZ,(Y,) von der Form 


Yap: Yan ua Yamfm ER Ye, 0 56 0 

Es soll ferner ein Term [a :--«,] vor [BP P,] stehen, 
wenn «&, — ß, SO und die erste nicht verschwindende Differenz 
(«,— ß,)(r =2,3,::-m) negativ ist. Die Glieder von IIL,(Y,) ver- 
schwinden nach dem Obigen nur dann nicht, wenn [a,---«,]=[f,::-ß,], 
d.h. = Pßs,''', &,—= PB, Ist, woraus folgt, daß 


%00..0 
DOSE 
IX) = 
DO f 
und daher 
400.0 
| 04,.0..20 
(bi) = | 
000...4, 
ist; d.h. 


en 


Oaa-- fm En Gap Wei 62 ne %] = [Be SR Bu, 
ep u wem | 


'Beachtet man, daß a.,., = O(r = 2,5,-:: m), so folgt dasselbe aus 
unserem System (19). 

Wir können analog wie im vorhergehenden Paragraphen ein neues 
System F', auch dadurch gewinnen, daß wir die Elemente von II, (Y,) 


Hr 


dividieren durch die Determinante |IZ, (Y;)|(mı < m; r, = 1,2, m,). 


Es ergibt sich (vgl. $ 3, 8.23) unmittelbar für dieses System (en ) 


die Koeffizientenmatrix (b/,), wenn die Koeffizientenmatrix des Systems 
II.(Y,) bekannt ist, zu 


n=1l "R=1 
wobei = N, :-Ng... N, 18t. 


Mm 


Desgleichen erhalten wir neue Systeme F', aus IZ,(Y,), wenn 


wir in den Systemen (Y,) die Elemente durch ihre Abgeleiteten er- 


LION 


setzen, sofern nur die Determinante der Systeme von Null verschieden 
bleibt. 

Sind die sämtlichen Systeme (A,) einander gleich, so erhalten wir 
das System 77, (Y)= Y>< Yx---x Y, bei dem wir also bloß die 
oberen Indizes fortzulassen brauchen. 


SCH 
Systeme-der Potenztransformation, 


In diesem Paragraphen werden wir dem System 


dy;. 
(A) (2) = (ya) 
ein System 

dz;, 
wie folgt zuordnen: 

Es bedeute Os,5....9,, die Anzahl der Permutationen von m Ele- 
menten ß,,ßz, '*- P,„, so daß, wenn unter den letzteren 6,, 6,, - : : 6 Ele- 
mente je unter sich gleich sind, bekanntlich 

m! 


Pf Pm 910,1: 6)! 


ist. Dann soll ein Element der neuen Matrix von der Form sein 
(1) PAR i Yorß, ee. ! mm? 
ß 


wobei &,@&,'--«, m Zahlen aus der Reihe 1,2,-.--% bedeuten und 
jede dieser Zahlen auch mehrfach auftreten kann. Die Summation I 
P 


soll sich über die CO, ,... A Permutationen von Elementen ß,,Pß,,**- P,, 
erstrecken, wobei die letzteren auch nur Zahlen aus der Reihe 1,2. .-n 
sind, von denen jede mehrfach auftreten darf. 

Um die Elemente der Matrix näher zu bezeichnen, bilde man sich 
sämtliche Kombinationen [@,«,---«,] mit Wiederholung der Zahlen 


1,2,--:n zu je m, deren Anzahl bekanntlich u = C u a ) ist. Die- 


selben seien in eine beliebige, aber fest gewählte Reihenfolge gebracht. 
Sind in dieser Anordnung |[a,«,--- «,„] der Ate, [ß,ßz':- P,] der Bte 
Term, so soll das Glied 


Pe x Yan ßa ur Yan 
P 


mim 


&,&g 


worin I die oben angegebene Bedeutung hat, mit 2515:..:5” oder kurz 
R 


mit 2%), bezeichnet werden. Aus diesen u? Elementen bilden wir die 


Matrix | 
EEE) 
| 

„(m) au TED E „(m) 
nl ı Aue 


die wir auch kurz mit P,(Y) bezeichnen und nach Herrn A. Hurwitz 


m 


die m-te Potenztransformation!) nennen. 


n+m—1 

Da erstens?) |P,(Y)|I=|Y ( m ) + (0) und zweitens?), wenn (Y) 
in (O)(Y) übergeht, P,(Y) sich in P,(O)P,(Y) transformiert, so sind 
für diese Matrix die Bedingungen des Satzes $S 1, II erfüllt, weshalb 
die Elemente derselben ein Differentialsystem befriedigen, dessen Koef- 
fizienten rationale Funktionen der Elemente «,, sind. 

Diese Matrix P,(Y) = (2”,) sei die Integralmatrix unseres Systems 
(B). Ein Glied der Koeffizientenmatrix werde entsprechend mit 5b), 
bezeichnet, so daß (B) die Form annimmt 


de, 
8) (2) _ (ey, 
Die Berechnung der Matrix (bW), sich wie folgt: 


Ro‘ 


Lassen wir der Kürze halber in 2452: .5% den Zeilenindex [a,@ --- «,,], 
von dem ja in Gleichung (B’) die en b33...8. unabhängig sind, 
weg, so ergibt sich aus (1) 


m! 


Be m IB a Yen tan 


wenn unter den Elementen ß,, ß,,-:- P,, je «; gleich p,, «, gleich Y,,-- -« 
gleich y, sind. : 
Durch Differentiation dieser Gleichung unter Verwendung des Systems 


$ 


day N 
LAyNERER 
(& 22 = Zum, 
=! 
findet man 
dz ) 
Pıßa‘':Pm Safe m. Gin: I ek 
dx u a! @,!: : ” dx (vn I y,) 
s d 
m! Y, 
m u u®.» ve & —L oe... &s r 
(2) nn. HYn I I I dx 
r= 


7 m!c, 
= %.n%a2.. Rp 1 A 
> > &: !- a!:- u üs! Y,. Y,, “A u Be) Ayy' 


1) Hurwitz, Math. Ann. 45, 390 (1894). 2) Pascal, a. a. O. S. 147. 


BR RR 
Daraus folgt, daß der Koeffizient von 


m! 
3 ee EB BERN are 
( ) a,!o,! uber, Y, Y,, Y: 


den Wert hat (wenn wir in (2) A=y, setzen) 


(3°) BLANL, 


el 


Weiterhin wird der Koeffizient von 


m! @ &o 71% rt. % 
(4) aD. (— NY. Yı In 3 I In 
gleich 
(4") (e, - l)a, ,.: 


wenn y, eine der Zahlen p,, Y3,*° * * P,_1> % 417° 7, bedeutet. Schließ- 
lich ist der Koeffizient von 


m! 
4a og. yermi... yR-» 
(4a) Be I ee N Lur Yu In 
gleich 
(4a) Ay yr' 


wenn y, mit keiner der Zahlen y,, 3, Y, übereinstimmt. 
Nun folgt aber aus (B’) 


dz } 
Pıßa:*"Pm LER, N Aıdomsd 
(2 a) dx - > ZI PE Am b7 ßa Au 


wobei sich die Summation über sämtliche Kombinationen [A,A,---A,] 
mit Wiederholung der Zahlen 1,2,---n zu erstrecken hat. Aus der 
Identität von (2a) mit (2) ergibt sich unter Berücksichtigung von (3), 


(8°), (4), (4°), (4a) und (4a) 
ER Sn dar 4: rt EN an RER, 


ba. ze=(u+ Da, ,, wenn «,-+ P, ist, während die übrigen 
1172 nı pi p . 
Elementee,=ß,(i=1,2-p—1,p-+1,-m) 
(8) und das Element «, u-mal in |B,ßs--P,,] 
enthalten ist, 
De = 0, wenn zwei oder mehr Elemente «+ P, sind. 


Führen wir dies für den Fall»=2 und m=3 aus, so ergibt 
sich die Koeffizientenmatrix (d”),) nach (5), sofern in einem Term 


[&,&9-'-«,] die Ungleichungen «, <a, <---«,, gelten und [a,«@,--- «,, 


vor [ß,ßs*:-P,,] steht, wenn die erste nicht verschwindende Differenz 


ß; — «, positiv ist: 


Id yo 0 Ö 
ae 2a 0 
5 b%ı 2°: de 21 ar ” 5 
( a) (b I) 0) 2 Ay At 209g Aa 
0 0 Fly, Sp 


Wir erhalten ferner das Differentialgleichungssystem (B) für 
diesen Fall: 


dz 
Pıßaßs __ FO DIES N) a 222 
(B) FREE |, aß + 212 Op + 2% 0. F Zoe 0 . 


Hierbei ist 


A Oya RB Ip Inn Ya 


und die Größen y, befriedigen das Differentialgleichungssystem 


4y 
In — Iı%ı + Ya 


day 
3 — Yı ya T Ya Agp- 


Vermittels dieses Systems erhalten wir also direkt 


dıı 
dx 


dyi 
a n- I Yyıhı + Yi9a Mar) 


— 44191 + Aız' As, 


dz 3! dy? F A 
ER m a -52yıyhı + 2YYa@ı + Yıdıa + Yı Ye Mo) 


= 211194, + 2113 (291 a (ig 5) + 2493 ' 2491, 


28 3! dy,y3 2 : 
ae SO 3(yyanı + Y%aı + 2 yhıa + 2YyıY5Gr5) 


EAN Nee 
= 212° 242 + Zuaa (Ar + 2425) + Aug ' 9Mpı, 


dz dy3 
Fa Ir > Yı Yalız + WEM 2) 


— og art Bus - Blgg- 


Unter Berücksichtigung von (5a) ergibt sich die Übereinstimmung 


dieses Gleichungssystems mit (B’). 
In ganz analoger Weise wie im vorhergergehenden Paragraphen 


finden wir für das System (5 EN ) die Koeffizientenmatrix (ß ee) 


aus dem System (d%42..5”") durch die Gleichung 


= me) 


En 


8 6. 
Systeme der Operation @,(Y). 


Wir ordnen hier dem System 


(A) (Fe) = (4,,)(@,), 
ein System 

(B) (Te) = (6, 
wie folgt, zu: 

Um die Integrale z,, dieses Systems passend bezeichnen zu können, 
bilde man sich sämtliche n” Variationen «&,,«&,,--, «, mit Wiederholung 
der Elemente 1,2,---n zu je m. Unter diesen Stellungen sind sicher- 
lich alle Kombinationen mit Wiederholung der Elemente 1,2,---,n zu 
je m enthalten, bei noch willkürlicher Wahl der Reihenfolge der Ele- 
mente in den einzelnen Kombinationen. Wir treffen hierüber die spe- 
zielle Festsetzung, daß die Elemente eines solchen Terms &,, &,::, @, 
in ihrer natürlichen Reihenfolge «, <a,<:---<«, stehen sollen und 
bezeichnen eine derartige Kombination mit (&, & ---- «,); Ihre Anzahl 
beträgt ("+7"). Weiterhin enthalten jene n” Singen auch sämtliche 


Kombinationen «,, &,, -:, «,, ohne Wiederholung, sofern nur die Elemente 
eines solchen Terms nicht in derselben Reihenfolge wie in den Kom- 
binationen («, & ---«,) aufeinanderfolgen. Wir wollen über diese im 
speziellen so verfügen, daß die m — 1 ersten Elemente einer solchen 
Stellung «, «@,---«,,_,«, in ihrer natürlichen Reihenfolge «, <a,<- -<«,_}, 
stehen, während das letzte Element «, zwar kleiner ist als das vorher- 
hend. @„_1, aber doch noch größer als alle vor diesem stehenden 
Elemente «,, &,-  , &,_s. Wir wollen diese Reihenfolge charakterisieren, 
durch & <a, <---<«,_,>e«, und eine solche Kombination mit 
[&% @ a} bezeichnen; bekanntlich gibt es deren (7). Läßt man 
aus den n” Variationen a, @, -- - «,, mit Wiederholung die ("+7") Kom- 
binationen (a, a; :--«,„) mit Wiederholung und die (7) Kombinationen 
{& 0: a} ohne Wiederholung weg, so bleiben = n" — (*+71)— (7) 
Stellungen der Elemente 1,2-..» übrig, die wir mit [«, &; - - - «,] be- 
zeichnen wollen. Ist keine bestimmte der drei Arten von Stellungen ge- 
meint, so schreiben wir wohl auch einfach «, @,--- «,, so daß letztere 
Schreibweise beliebig entweder («,«&,::-«,) oder {a,&,:--«,„} oder 
[&, & --- «| bedeutet. 

Bringen wir nun die Terme [«, &,---«,] in eine beliebige, aber 
fest gewählte Reihenfolge und sei in ER Anordnung [«, «&, -- - «,| 

Pfistner. 3 


Baal y. ee 


der A-te, [ß, Ps: ß„] der B-te Term, sei ferner unter Ya das 


Produkt Ya,3, Ya "Yo 9m verstanden, so soll die Differenz 
(l) Te a 


auch mit 21% %2.//5m] oder kurz mit 2") bezeichnet sein. Dabei bedeutet 
ß} Ba: P, eine Permutation von [ß, ß,:-- P,„| und zwar soll, wenn 
unter den Elementen ß,(@=1,2,--:m) gewisse einander gleich sind 
(Fall D, Bıßs---Bn= (Bi ßs°--ß,,) gesetzt werden. Sind aber By, ßy+:+,ß, 
sämtlich voneinander verschieden (Fall II), so unterscheiden wir zwischen 
den geraden Permutationen [P, P, :-: P„] (Fall la), bei denen es also 
einer geraden Anzahl von Umstellungen bedarf, um die Permutation 
IP, Ps: P„] in (Bı Ba: - P,) zu verwandeln, und den ungeraden Per- 
mutationen (Fall IIb), die mithin zu demselben Zweck eine ungerade 
Anzahl von Umstellungen benötigen. Im Falle Ila setzen wir 
Bi Br Bm (ı Pa: B„), im Falle IIb sei ß, ß, Bm = (Pı Pa: But, 
wo das Identitätszeichen so zu verstehen ist, daß in den beiden Termen 
jeweils die gleichstelligen Elemente einander gleich sind, während 
Bi Ba "Pu —Yı Ya" Ym besagen soll, daß der Term y, p, ::- y, eine 
Permutation von ß,ß,---ß,, ist; schließlich möge ß, ß, + Pn=YıYa "Im 
andeuten, daß die beiden Terme gleichzeitig gerade oder ungerade Per- 
mutationen voneinander sind; sollten einige der Elemente einander 
gleich sein, so ist ß, BP, = Yı Ya" Ya 

Aus den A? wohl definierten Größen 2”) bilde man jetzt eine neue 
Matrix 


‚em) om) ..... (m) 

2 Y z, 2 2, 1 

m) »an) 2... (m) 

Ray ?a2 DV) 
)) 

MR (m) 

1 Pre A 


die auch kurz mit G@,(Y) bezeichnet sei. 
Diese Matrix @,(Y) = (z4)) sei die Integral-Matrix unseres Sy- 
stems (B). DBezeichnet man analog die Elemente der Koeffizienten- 
matrix mit 2%), so geht (B) über in 
(m) 

8) Ge) - 

Wir gehen jetzt näher auf die Eigenschaften von G,, (Y) ein und 
zwar beweisen wir zunächst | 

Satz 1. Sind (0) = (C,,;) und (D) = (d, s) @wei Matrices gleichen 
Grades, so ist 

@„(0) 6. (D) = 6„(CD). 


PRRB INT Na 


Sind (O)= (c,,) und (D) = (d,,) zwei Matrices vom Grade n, so 
wird nach (1) bei analoger Bezeichnung 


Pic [a,@2:-@ [&ı & am] 
Glen — else am 


G,, (D) = (d [&,&2° a) de &g aa 


[Pı Pa’ Pm) Pıßa‘'" Pm 


und da 


(CD) = (Ze d;,) (0,8=1,2:-:n) 
= 


ist, so wird schließlich 
(8) G,, (CD) Aus (OH Are IR u Sn du: m) 


n 
worin ( = Cu, d ie) ar bedeutet, daß das Element in der Klammer 


statt «, ß nacheinander die Indices «,, Pj; &y Pa; *** "5 &y B,, AMZU- 
nehmen hat und daß aus diesen Ausdrücken das Produkt zu bilden ist: 


n 
(Ze d;,) ße ne Pr Ani > Cory Ay ER BEN > Cam m Ar Bm 


"Im 
Am = 


Ei 1 Pr Ca, A, Cory By RE CamAm i di, A, dh, 5, EN, ER Pm 
Te 
— DD ca am ghrha: Am, (AyRaı- Am=1,2,::-n) 
ep Re Idg:: Am Buße: : Pm 
“m 


Es geht daher Gleichung (3) über in 
(3a) @„(CD) Ser S, 2 EN el RR "im): 


Desgleichen folgt aus (2) 
(2a) 10) @m(D) = 


[@, sa m] [e&ı a Am] [Ada Am] m [Aıd2 Am] 
m = GH Ag Am) TE Adzı- Am ) j (dia Ba ml dr, P2''"Pm ) ’ 


x An] 


wobei die Summation _ über sämtliche Kombinationen [A, A,---A,,] 
[A da: Am] 
der Zahlen 1,2,--.n zu erstrecken ist. Rechnen wir in (2a) das Pro- 


dukt aus und berücksichtigen in (3a), daß bei analoger symbolischer 


Bezeichnung 
ee ir = 


Aydg.- Am [A, 2a Am) (A, Ay: Am) 4, A,: m | 


Era Rene 
ist, so erhalten wir 


(2b) EmLO) EmlD) = 


one. m dYa Ag: Am [02,9P Hi da 1da° Aml 


EfyA,- ae 
re a Aisfe:- A [4ı Pıß Bm 


# 


[&ı @& ee ] [Aı Ay Ay] [A142 Am) 
a (en — a 


(8b) (CD) = 
Vera Am) Arte‘ Am) a "nm AN J 
(DI, (RE Rn A 
Ir 11 


2 4 2 Ada 
a RE (ER — A) 
a Var ak 


[a & Am) {Ayda: Am) 1Ady° Am) 
{2 2 2 lei ns (dies... ar A Be: m ))) > 
RT 


Es sind zunächst unmittelbar die beiden ersten Ausdrücke I in (2b) 
[Ada Am] 
und (3b) einander gleich. Um auch die Identität der Ibn Glieder 


einzusehen, beachten wir das folgende: Die Größen a. 32 ändern 


sich als Produkte d,,g, ' da,g, ° ' ' * da„g,, nicht, wenn gleichzeitig dieselben 
Transpositionen ın A, A, 2 und ß, P, :- ß„ vorgenommen werden; 
also 

Ka 

Yı la Pe 7 
(4) a; Pr By en "m ; name 


Wir bilden ferner sämtliche geraden bzw. ungeraden Permutationen 
eines Terms A, A, :-- A, wobei, im Falle einige Elemente A unterein- 
ander gleich sind, die Perniiisuen eh sämtlich als gerade gelten sollen 
(da in (1) Fall I mit Fall Ila übereinstimmt); alsdann erkennen wir, 
daß sich, wenn wir mit jedem solchen Term die gleichen Umstellungen 
der Elemente und zwar in gerader Zahl vornehmen, die geraden bzw. 
ungeraden Permutationen sämtlich wiederherstellen. Aus diesen beiden 


Bemerkungen ergibt sich die Gleichung 


ıPa' "Pm 


ya el ? a 
(5) za Bde, (ee 
u 


wo sich die Summation _ über sämtliche Permutationen A,,A,,- A 
7 
Y 


Ym 


= A,dg:-: A, erstreckt. 


ın 


Wir betrachten jetzt in Gleichung (2b) etwas genauer die Summe 


(6) Se PR cn Us un 


A, Ay har hy Papa‘ [Pı Ba Am] 


zu der wir die Glieder 


Loy at "m (a A ...2) (Ara e2) )| Veran) 


| RER) Pia: Am [Pi ß2° *Pml 


hinzufügen, die den Wert Null haben, da nach (4) 


(222) SA RR) 
Pı Pa Er Prm [Pı Pa‘ Ye Pm] 


ist. Es kommen jetzt demnach in $ Permutationen von allen Termen 
(A, A, --A,) vor, d.h. es sind sämtliche Terme (A, A,---4,) darin 
egthalten, wenn wir auf die Stellung der Elemente keine Rücksicht 
nehmen. Man erhält alle Glieder von (6), wenn man eine Anordnung 
(A, Ag: 4) nimmt, zunächst über ihre geraden ( DB ) dann über ihre 
ungeraden Permutationen ( > ) die unter den Kombinationen [ A, A,» A,, | 
2,1 

vorkommen, summiert und schließlich noch die Summe von sämtlichen 
Termen (A, A,---A,) bildet, also symbolisch 


SD RE PDSE 


L ) 
Ges) 2,1 EEG Fr) (2 zn 


hierbei ist noch zu beachten, daß, wenn eine Permutation von (A, A,---A,) 
unter den [A, A, ---A,] nicht vorkommen sollte, was nur bei Gleich- 
heit aller Elemente eintritt, die zweiten Summationszeichen einfach weg- 
zulassen sind. Mithin wird 


(6 a) S ni [@ı & Am) (q Ayıdy, er Am) 0 ar. N tal) 


BR len CR DER an 


ER HR R-)} 
Da nun von sämtlichen geraden bzw. ungeraden Permutationen 
A, Ag. A, unter den geraden bzw. ungeraden Permutationen [A,, A,, "" Ay, 
einzig nur die Permutation (A, A, :--A,) bzw. {A, A, --A,} fehlt, so 
erhalten wir nach (5), da stets [ß, ß, :-- ß„]=PBı Ps: P„ Ist: 


| Ayılya’ A Br Ayıtya" Ayml 
(Ba) > Ua: Bm] ar Han: En Id = Ban: ar ah 


R,) [2 ,] in 


FR 
oder 


Urı Ya Ay] Pyı?r Ya’ al) __ ‚Jrıfa:* Am Ayla: Am 
(db) za " Pım — ds, Pa‘ Pml Tu des, Baöfmlı dr Pa’ 'Pm? 


wo Ada: An = (Ar Age» A.) »oder Ay Ag. A 


m 


aa 

nachdem über die geraden oder ungeraden Permutationen I summiert 
[4 ,] 

wird. Folglich geht $ nach (6a) und nach (5b) über in 


(6b) S- K Ka ae a 


(A Aa) (Andy: Am) [Pı Pa‘ Pml Pı Pa‘ Pm 
[@ı &2 m) ( Ayla Am} ee ee 
ne {A1da: Am) [Pı fa Am) d Pi ß2 ‘Am N. 


Da unter den Termen [A,A,---4A,} sicherlich keine vorkommen, 

die mehrere Elemente gleich haben, so ist für diese Summation 
=,» . 
(An u Ada A 

woraus die Identität der Gleichungen (2b) und (3b) erhellt. 

Unmittelbar aus (1) ergibt sich ferner 

Satz 2. Ist CO die Einheitsmatrix, so ist @,(C) es ebenfalls. 

Aus Satz 1 und 2 folgt 

Satz 3. Die Operation G, der reziproken Matrix von CO ist gleich 
der reziproken Matrix der Operation G,, von O, also 


G,(C)) = (@,(0)-". 

Wir beweisen jetzt 
Satz 4. Man erhält die = n" — ("*tm-1) — ("r) Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung von @„(C), indem man die sämtlichen den An- 
ordnungen |, &'-- «| entsprechenden A Produkte gm! = g4,' 00°" Oayı 
der n Wurzeln 0,, 03, ::: 0, der charakteristischen Gleichung von O bildet. 
Ist O= (c,,) eine Matrix n. Grades, deren charakteristische Glei- 
chung |c,5 — d,50|= 0 die Wurzeln o,, 05, 0, habe, so sind, wenn 


die Elemente von Ü als variabel gelten, o,, 05, - 0, untereinander ver- 
schieden; daher gibt‘ es stets eine Matrix Q, daß 
9 
09 
VoQ'= Be, = (0,0, 5) 
0, 


wird. Nun ist ferner nach Satz 1 und 3 


ER) = EL) Ele) ED 
und nach (1) 
En) = Anltedug) = En a m 
Da nun 


ee aa ap BUS Ö 


Pı Pa: --Pm Ba Öan pr 0 


Am Bm 


Ar JUN 


nur dann von Null verschieden ist, wenn = ß,, % = ß,...0,=P, 
d.h. ua...2,=Pıßs--: P Ist, so folgt 


[@ı &...cml _ 
art i On Bar. mr 
Mithin wird 


(0) (CE) 
woraus sich die Richtigkeit dieses Satzes ergibt. 


Aus Satz 4 folgt 
Satz 5. Die Determinante von @G 


m 


m-A 
N 


-te Potenz der 


(CO) ist die 


Determinante von C, also 


m-4 


Kestla Kell ) 


Wir kehren jetzt zu unserm System (B’) zurück, dessen Integral- 
matrix G,„(Y)= (2%,) nach Satz 1 und Satz 5 ein System F',, des 
$1 darstellt. Es sind daher die Größen DD. der Koeffizientenmatrix 
rationale Funktionen der a,,, die wir jetzt berechnen wollen. 

Es ist zunächst 


(7) (EN) =); 
ferner nach Satz 3 
(8) dee Oh HE AA a 
Nun ist aber 
9) N"); (mf=1,8...n 


wenn Er -\Y| die Adjungierte von y„,; bedeutet. Wir erhalten daher 
aus (1), (8) und (9) 


(> (Ina Er yPaßa:- Am ), 


[ou ds. Om] [&ı &2... m] 


rl dr 7 ner 
MD Ps . Yao, Y 5,0, ER Yoamam ist, 
Versteht man unter y_ "das Produkt 

I, Pa Pur ß 

fa Bu---Pm 


day 
ußu . ur 
N es NE und sei [Buße Bu Bml=ßa,ßo, Bo," "Po, 


so erhalten wir durch Differentiation von Gleichung (1) 


(a) {| m [& 1 &2... &y- m] ae 2) 


dx ah 


au ling 
Sn rar Bu- fm Wahr Py- m 


1) Vgl. J. Schur, Berliner Dissertation (1901) 8. 12. 


Daraus folgt nach (7) 


a Rp. I gr | ex Ba: Am] RER) 7A Pıpa---Pm 


[Pı ße---Pm]: [& &...&m] [&ı & Am] 
N Sur a) [a da... Eon On] 
. UY ne 
Di Bus: An J Baßay Bor iem 


Mm a nn 
— [Pi fa: Dml __ Pı Pa 
> | | Ya, Ay... Am] ee Og.. a 
u=1 
(7 a) \ [&1 @2...& 0. Am] [® @2.. - Ay) 
| % 2 Ye Rn 
Po 


Pıßz Pur Am] Pıßa-- -Pm 


ur Ylaha.. Am] ut yıkı Aa. Am = 
u=1 ee \ [& &2.. Am] [a @ ... Am] 
U N BR [A da...Ag, Am) 
y au mi e Ga ) 
Babe Bun dml  "Brfareßg, Bm 
Wir vergleichen jetzt (Ta) mit (2a). Für die Größen y, die den 


in (2a) stehenden Größen d entsprechen, gilt zunächst Gleichung (4). 
An Stelle von Gleichung (5) tritt analog 


—S 


6%) Sy N. Syn is Zn 
1, ße Bu Pnl , Buße ßy Bm 
wobei 
IPıßa -- Anl=ßs, Ps, -- Po, Bo, Bıßa---Pm 


bedeuten möge und I ebenso wie in (5) zu verstehen ist. 
- 


y 

Es bleiben mithin alle Schlüsse richtig, die wir zum Beweise des 
[& &... Am] pe .@m) 
[Piz --Pml er 
das an Ö,-ter Stelle stehende Glied differentiieren. Aus der a 


zwischen (2a) und (3a) folgt daher, daß (Ta) übergeht in 


m SS IE) 
Sa 
Aydg...Am 


[&, &2.. &m] IPıße:- Pu Pml 


Aydy...Am Ayda...ds sdm 
PR Ns eh = a (Ayyd2,. Am Bar .ın) 
3 Ye HN 


Pıßz-- a 


En‘ —— 


Satzes 1 anwendeten, wenn wir in % das an u-ter, in Y; 


ap, ee 


Beachten wir noch, daß nach (A) und bekannten Determinanten- 
sätzen 


iozi = au Sau ßu Ku ßu 
(10) ee 
2 En 
mr nu de Fuß 


ist, so erhalten wir (vgl. $S 4 (17) und (17a)) 


m 
a PR [& &2...@, 184 +1 m) 
bi o) (bi P2++-Pm] 12% Pa-- "Pu _ 1Pu +1 -Pm) Ga Pu 


[eo RES ERE ... m] 

P du>190,+1 2 | 

Ba...ß ..ß a s 
Pıßz---| uf, rt Pm dußo,, 


Aus (Te) folgt mit Beibehaltung unserer Symbole für die Elemente 
unserer Matrix 
[&ı &2... Am] 
(bi, P2--- Pm] ) 


I. [e,& ...@,1 = [Bıßs- --B,] @. Rh. [e,a,...a,] eine Permutation 


©09: [,9,- .. B,]: 
1. [0% ...0,]= [Bıßs - - - P,.] 
[fı ...Aml__ An 
bi Be Aa nn, Go; + de 


2. [0% ...@,]&# [Bıßs --- B,] 


[f, &. .. &m] nee 0 
[Pı Pa. -Pim] 


II. [o,0,...e,] + [Pıßs...B,] & %. Te,a,...a,] Keine Permutation 
von BP, A Pl: 
ein Element a, + ß,; in Bıßz ++», stehe B, an y-ter Stelle. 


ir le, & +... @,-, ee hrßr + B,_ißyrır Bun 
[&, &... am) __ 0 a 1 
[fı fa: -- Am] =; Br Bu "ee 0. ) 

Pe [0&,05...0@,_1@, 41° ++ @,| = Pußz- PB, ib, Bu 


[&ı &a... Am) __ 
[Pı Pa--- Am] K Ran 


1) Es sei [P,ß,..- BEL LBe Pu+ı ar P„) == Ps, Po, ea Po, -ıPo,+1 IT Po,,; aus 
[4% ... 0, 14 JE lfıß --- Pu-ıßarı-:- ß,) und I, 1 folgt als- 
dann Ba, Bas Po, 1Bo ur Bo, ße Fi Bm hr far -Pu-ı ur By-ißyr1: Pi. 
Da vollkommene Identität Bu, hr: Pin nicht möglich, so folgt Ps, =ß,; 
weiter kann man noch schließen Po, == 0, und nach II, 1.P,=«,, so dab 
ut, wird. 


II. [o,a,...0,] 4 [PiB,..-B,]; zwei oder mehr Elemente a, + ß,: 


1. [9,0% ...0,_ 10,21. ,l= Bıßr---P,_ıßyr1r Pu 


[@, &... m) __ br 
Ds.8.. Bm) Be, \ 


2. [802 ...0,_10, 21°. ,| + ßa ++. B,_ißyrır Pin 


[a1 &2...Aml __ N) 
—— U 
[Pi Paz: m) 


Wir wollen die Rechnung an dem Beispiel n= 2, m=3 durch- 


führen; hier wird A = 2°— (*}?) — 4; die Permutationen |[«,«@,0,] lauten 
[121], [211], [212], [221]. Die Koeffizientenmatrix ergibt sich nach 
oben 


ion = At Ag rt Aı (I 1) Ba) — (0 (I, 2) 
ben N (I, 2) be = 0,4 tu (LI) 
[ 2 
bs ala (IL, 1) De (H, 2) 
[121] 
Sen, =D (II, 1) nn mt (I, 2). 
Berechnet man ebenso die übrigen Glieder, so erhält man 
Ayy Ag + yı 0 da 0 
pleı &2as] _ \ Ag t Ay Tr O5 (19 
a ar 0 (gg Ay I Agg 0 
\ (1 Agı 0 Age t Age Tr Ayı 


Daraus ergibt sich das Gleichungssystem 


[aaa] _ [&, &, &3] 
(B,) Vasen Iane) _ (yincse _ ya) paAa 
3 de = I Yan — Ian) / aa)" 
[Aı Aa 43] 
Setzen wir 


[&ı &2 &] [&ı 20%] __ „[@ı%2@;] 


Ya 82ßs] A, Ya Baßs Bi PB Baal ? 


so wird die Integralmatrix G,(Y) für n = 2 


u 0 Am 0 
0 A As am 
et 
u Am 0 Fam 


121] [121] [121] a 
da a Tr Yarı) Ya 7 YıaYaı di, 91191912 7 0 usw. 


ANY ER 


Wir wollen jetzt das Koeffizientensystem ae auf seine Richtig- 


keit prüfen, indem wir einige der Gleichungen (B,) direkt aus dem 
System 
dyıı 


in — Yu%ı F Yıalı gm — York # Yarlıı 
Ayıs Uyıs 
a5 Nırlra T Yıoas Te — Yordlıp T Yasdlıs 


berechnen; so wird 


[121] [121] [121] 
en Fr. (Yan Yun) _ AlylıYyaa Yıı Y 
dx 


dx dx 
a; (Yaıkıat Yaalaz) — Yıryaı Yıakıı — YıaYaı Yıaaı 7 YıryıaYaı Yıı 


— Yıryız dag %aı — Yı1ıYaı Yır &ıa — Yı1 Yaı Yıa Fg2 


z: — 211 Wr Yeatı + YıaYar %ı) 


[121] [121] [121] [121] 
nr ale z Ya) (Qu 3% Ass ar Qu) Be (Yan {re a) Az, 


gl ( REN AN 
[212] [212] (122) YıayYaı — Yıı Yı2aY 
as ea Ps nr oe — 2 Yyıs(Yı1Yaı a + YıaYaı %g3) 


+ YlsYaııı + Yaalzı) — YırYıaYaaı — Yır!ıaYag@aı — YııyaaYıı as 


| Mn 1121] 121] 
— YırYazYı2 Iga — YıryızYaı %ıa — YırYıaYaa lag — (Yuan u la 
[121] 1121] 
20 Ber nr Yısı) (Ag + lt Mg), 
gl ( [211] Eu) ” 
“[e11] [211] (112) Yas Yıı Ya Yıı Y 
VE Te Pr RT ren = 2y1Yaa Yırkıı + Yı2921) 


2 uk, \ 
949 (Yaı Aa t Yas (95) — YııyızYaı %ıı — YırYıaYag Aaı — Yaı Yıa Yin Fir 
— %Y91 YıaYıa Aaı — YaıYıı Yır Yıa — Yaı Yır Yız A2a 


A [211] [211] [211] [211] 
| (Ya Re Yu) (Ag 7% 9,1 "r 4,1) a; (Yes De7 Yıısay)@sı; 


er ( Fa a) d( “e i2) a 
[221] [221] (122) Yas Yız Y YyıYy 
er Er TE ET R BE. a a er YırYıı Yaı Agt Yıa Yıı Yaa Aag 


+ YasYyııYıı hat YarYyııYıa as + YarYıshıı art YaYızYız Rı 


[211] [211] 


— Yıo(Yzı Hit Yazlyı) — 2YıaYaı Yırlagt Yırlaa) = va „er AA 


(2110 Sat 


[ 
+ (Ya Han) (Qg ar Olga zu 49); 


121) 1121] [121] 
dan _ Mm Nun) _ AO) _ g 
dt dx dx y 


u 


Die hier hergeleiteten Relationen erhalten wir indes auch, wenn 
wir in (B,) die aus unserem allgemeinen System berechneten Koeffi- 
s [& & &3] 
zienten bi, A 
n=2 folgt. 

Ein weiteres System F\,, ist das zu @,„(Y) gehörige System 
(N). 

Geht nämlich (7) in (O)(Y) über, wobei (Ü) eine konstante Matrix 
ist, so verwandelt sich (G,(Y”)) in 

(LEHNEN ARE Ce 

mA m}. 
Weiterhin ist |@,Y)|=|6@,)|=|Y |” =|Y|* =|6,N|-+0. 
Da (Y’) = (4,.) ist, so wird nach (1) 


GT) Penn ( [Pi fa‘ Pm] Pı Pam b 


Ya, gm] IM. Yen, Ro‘ Am] 


einführen, woraus deren Richtigkeit für den Fall m=3;, 


wo @,(Y’) charakterisiert ist durch das Glied, das in der Zeile 
A=|e, «| und der Kolonne B=[ß,ß,---ß,,] steht, mithin lautet 
ein Glied dieser Matrix, das in der Zeile B und der Kolonne 4 steht 


[a2 am) __ ,,Fı82' Am 
Ya, Pa’ Pml Yıa, Pa: *"Pml’ 
also 
% ’ le, @2 am] Pie 0,09: Am ) 
(1a) Ge lu un) 


worin genau wie bisher «a, -«,=(«&,&::'«,), wenn in [&,ag «| 
einige Elemente einander gleich (Fall I) sind, desgleichen, wenn alle 
voneinander verschieden und [e,«@,---«,] eine gerade Permutation 
(Fall IIa) ist, endlich @,o,---«, = [a,e,---«,}, wenn [a,@,---«,] eine 
ungerade Permutation (FallIIb) ist, was auch durch a,a,---«, ={ (a8 «,,)} 
angedeutet sei. 

Wir geben jetzt eine Matrix P derart an, daß 

RGxY)R Go ı 
wird. 

Unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen sollen wieder zwei 
Terme «&,«,:--«,, und ß,ßs'--P,, als gleich (a,&,---@,—= Pıßs‘'-P,) an- 
gesehen werden, wenn beide gerade oder beide ungerade Permutationen 
eines Terms a,«,---«, sind, wobei alle Permutationen eines Terms 
&&g‘*&,, In dem gewisse Elemente einander gleich. sind, als gerade 
gelten sollen. 

Die Anzahl der als gleich bezeichneten Terme sei C/, «,...«„, So daß 
Or: am Oara:::&m,; wenn gewisse Elemente « einander gleich sind, 


während, wenn alle Elemente verschieden sind, 0, 


m 
Oo, &g::-&m 
ka Am DJ 


ist. 


Re 


Wir setzen dann Matrix P = u): 


[« [0 Pc ] : 3 
Don ıı =0, cr [&,&° „| + [Bıßs Bl; 


1 
[&ı 2°: ] Be an 
(10) (P) Pia.) ra Ca wenn [&,&° A Rn ar [Bıßs‘ s* ir 


aber [&,&g° «| =E [Bıßs°-Pul; 
[8 @2° Am] 


1 
TE Am 1-7 ,„ wenn [a 02 0,l=[ßıßs ‘PB, |- 


R])&yAyy 


Daß |P|+0 ist, geht unmittelbar daraus hervor, daß sich die 


zu P inverse Matrix (P)'!= (N angeben läßt, zu deren Be- 
LPrIEEe 


rechnung wir nun übergehen. 


Zunächst folgt aus 


gl 82°» &m) = 1 &,0% SE > B ß ».ß,] 
FRIP) N) ( [Bi ße: Bm] ’ [ 1 | ıPa ) 


[Pıßz‘*- Pml/ ’ [&ı &2 om] 


- - Bm] ki 0, le, &p Mr en] = LP, Ps Eu ß,.| 
daß 


Sy Rp Am] TArda: Am] En [8 @2 am] 
a as [A, Ag: } Am] [Pı Pa’ .° Pm] [Pı Pa° 2 Pa] 
ıfa'' Am] 


oder, da nach (10) pm! _ Q ist, wenn [a,0,:@,]# [As -A,], 


[Ad Am] 
10a [@ı 2°" Am] X [ey&yr 4 &yn) > gar Rp Am] 
( ) rien ey] [Pı ßa' Am] [Pi ßz2° Am]? 


(Ley, &y, a a, | For; le, &g Or On ) S 


[&ı &2 Am] 


[ey ya ; | 


Setzen wir aus (10) für » die Werte ein, so wird 


1 
10b Lu [*y ay, a, ] [@ı@2° am] Ln I Baer 
c zu nn ö; [1 Ba: R Pm] Ki ar er [Pi Paz" Pm] Or, Pa" Pml 
Dies gilt für beliebiges [e,«,-:-«,]; summieren wir über die 
an: — 1 (vgl. 8. 37 unterhalb Gl. (6a)) Permutationen [@,«g'- «,], 


so erhalten wir 


m 


0% —1 
Br AS ler lee [enery I on, m 
(I &g Om [*y] [Pı Pa =” Bm) [ey] [fı Pa’ *' Pm]) [*y] [Pı° k Bm} 


oder 


(1 1) a > FE [eyı%ya s: ey. ] ee ER ui] { 


do: "Am [*y] [Pı Pz' Am] [*,] [Pıßz° Pin] 


Ist nun [&, 0: @,]=# [ß4ßs--- B,,], also auch [e,,a,,.-@, I+[ßı'-B,], 


RM NN 


so hr m J=0, mithin unter Berücksichtigung von 11) 


aus (10b) 
[a @% -amlı_ 0 


TB Bar+- Bm M 
Ist dagegen [a,o,...@,]= [Bıß, -- - |, so wird 


[&,, 


ya %y a 1 
[1 Ba. Am) 


und mithin mit Hilfe von (11) aus (10b) 


[&ı & ...& m] 


FL me 1, wenn [a,«,.. 


Km —= [ß,ß. Bah 
aber [«, &g ehe | =F 22 PTR ß,.] 
es u = 2, wenn [&,0...,l=[Pıßs:---Pu]- 


Folglich werden die Koeffizienten der Matrix (P)-! 


[&ı& An] 


a [Pı fa. --Pm] Hr 0, wenn le, Og... in] SE LBıßs KOTRE B.]; 
(la) % =], wenn [2,0...2,|= [Pıßa---Bulı 
aber 22 Le en] == LBıß> Ran Bl 
a = 2, wenn [e,o,...e,1=[Pıßs:--B,]- 
Es wird daher, wenn wir ein Glied der Matrix PG,(Y")P-! mit 
gl -“ml hezeichnen, unter Berücksichtigung von (1a), (10) und (11a) 


[fı Pa-- - Am] 


zleı Ko. 0] La [& @&2... pm] [Ay Aa. .Am] GER {(Ayda... Am) } 7L [AlAg.. Ar] 
Bun > > Ba (Yarıe ar) Y, La. a ) Be 
2 & ] [« ] { (&1 2...) } ln P 
me Me a ee )® in 
[&,] [? FR Re BE di dz eh [Pı Pa-- = 
ERS REN = (9, ey a { (a1 a2. B } RN 
7 [5 
Ox, GaR NO [e,] TR [3 di ne Pin ’ / nn 


]  (&ı@...am) } 
1 2 a ZRRENEN ur Ya’ ym! —_ ) 
( ) 0. > vn a En J [Pı Pa: :- Pr] 


0%, 0%g...Km [@,J 
[& @2. Am) __,,t(@ıo2.. a [&1 &2...&m] _ ,,\(@ı 82... am) } 
+2 Wan, nn „lt Yin. Fee 
ö 


Gleichung (12) läßt sich durch folgende Überlegung verein- 
fachen: 


er 
Offenbar gilt die zu (5) analoge Formel 


BY (& &n.-. a ey ey &y iR 
( ) DE ./ gi u ß, Mn ab, Aa Ar (&1@2...@m)}) 


..| 
1 2 Im 


wo _ dieselbe Bedeutung wie I in (5) besitzt; folglich 
P9 Py 


5 ST ,, | (E82... Cm)}‘ 
(13) Se, ee) 
Er Ps m 


ß d, Ps &, Ps “ de Om 


= Or: Ban =, (d1 @2.. em) j 
Ps, P 
di bg Pan 


oder 


f NK 
13a > > ya ee ? \ (&1 @2... m) } u): 
( ) a: 3, ß ß m 9; ß u I 
au P dd, Im ER din 


ferner wird (vgl. S. 37 unterhalb Gl. (6a)) 


= Yı N re URN A A } I 


ya Pre Pam 7 ey PaPe, A REN 
[@ı @&... ‘ss { (@1 2... Am) } 
+ (95 zu ) 
er) RER EA Ra 
eh yır eyol a; 
f Ei I 
! [e,,] > u Be 8 Past hi Bg., 


desgleichen folgt aus (13a) 


13b a gt Cr @2...am)} 
a PAR nu I ZT ee ) 


% [ 5] dm! 


bet EA (21 &...Am) } 
Yıınka Fr ae = (): 
ar = (Buße: Bm) ) J Pi ßa-- Am) } ) 


mithin aus (14), (13b) und (5) (vgl. auch (13)): 
ty ] { (&1&2...@m) } 
yrır“ Im —yY 
Pi 6, Big, .P BR) 


u I (&1&2...@m)) 
EINER y ) 
@y [5] Y [3 , Da, ER ] PB Pg, Ps ] 


m 


er U Ayyer DE "7 yıRıa Eh 


a, ((Pıßa-- u { (Pı Pa Bm) } 


(15) 


SINE le er (“ { (@1%2...@,) } 
en ie T Ymo...em I (am) 


MAR 


Es wird daher nach Gleichung (12) unter Berücksichtigung von 
(15) und (14) 


fa a 1 (‘ ayay | Kr 
Rufen Am] Te OR &m u Ya. Ba Y I(Pıßa--: Am) } 


1 { (41 @2-.. Am) } 


era > Ay ya: 
ee a (Yen IA u [Pı Ba. - Am] ) 
ı#2 ++ m 2 
(12a) 


( [&ı &...Am] Eu { (&ı &2...@m) } [&ı &2...&m] { (&1&2...&m) } 


4 = ; 
[Pl Is, BR I, Rg- By] ) Yerıßa-- Bm] Y Le 
wi | [&ı &:. A] Es Man) [&,&2...Aml __ (a, d2...am)} 


a Re [fı az --- fm) {(Bı ßa--- Am) } 


Nach Gleichung (5’) ist 


[&, &2...&m] AR y [& &... Cm] Em t (&ı &2...m) } el Yy t (1 &2... m) } 


(de) [B,] EN I Pıß2--Pm) ) [5] BP, SE a ) U(Pıßa- m} 


Folglich geht (12a) über in 


[&ı &2... m) CR ( { (&ı@2...@) } [&, & .. Am] ) 
(12 b) [Pı Pa: Am] {(ıße- -Pm) } we {(Pı Ei m) } 
[&ı &2..: Am] (&ı@2...Am) } [&ı &... m] [a &2.. Am] 


a Ya, Pa---Pm] Tas {(Pı ßa---Pm) } he Bm] - A {Bıße---Pm)} 


Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt aber mit den Elementen 
von @,(Y) überein. i 
Die Koeffizientenmatrix ("= "““]) des Systems G,,(Y’) ergibt sich 


[Pı Pa. Am] 
demnach aus der Koeffizientenmatrix ) des Systems @,(Y), 
wie folgt: 


BT en 


[&, &... Am) _ 
-P (d [ıße-- ey) Er 


Analog wie in den vorhergehenden $$ erhalten wir neue Systeme 
(F,,), wenn wir die Elemente von @,(Y) durch ihre Abgeleiteten er- 
setzen und die Determinanten der Systeme nicht verschwinden, oder 
wenn wir dieselben durch |G,, (Y)| dividieren. Das Koeffizientensystem 


*[%, &2...Am] Gr (7) . > ; 
( (fa. a von (a) ergibt sich aus dem Koeffizientensystem 


(ns) durch die Gleichung 
*[&%ı &2... Cm] WERT [& &...&m] eg Mm, 7, 
(b [Pi fa: - =) vw Ve w e Ay ) 


en): 


ARTS 


Wir haben bei unserer Herleitung der Operationn @,(Y) eine 
ganz spezielle gerade und ungerade Permutation, nämlich (@,@,...«,,) 
und {«,«,...«a,} bevorzugt; an Stelle dieser könnten wir auch jede 
andere gerade bzw. ungerade Permutation treten lassen, wodurch die 


Operation @,(Y) in eine ähnliche QG,(Y)Q°! überginge. 


SET 
Systeme derselben Art. 


Es sei wieder (Y) = (y,,) eine Integralmatrix des Systems 
d (24 
(A) (72) = 9) @.) 


Eine Integralmatrix (z,,) = (Z) heißt alsdann mit (y,,) von der- 
selben Art, wenn zwischen beiden die Relation besteht 


(1) 2) Wu) lt) 


worin (r,,) = (R) eine Matrix bedeutet, deren Elemente Funktionen aus 
demselben Rationalitätsbereiche R sind wie die Elemente «a,, der 
Koeffizientenmatrix des Systems (A). Befriedigt jetzt (z,,) das Differential- 


system 
(B) (Fe) = (2) 6). 


so sagen wir auch, daß die Differentialsysteme (A) und (B) von der- 
selben Art sind.) 

Wir beweisen zunächst folgenden Satz: 

J. Haben wir zwei Matrices (Z,) und (Z,), deren Elemente rationale 
Funktionen der y,, und ihrer Abgeleiteten sind, und die die folgenden 
beiden Eigenschaften erfüllen: 


1. ihre Determinanten verschwinden nicht, 

2. bei einer linearen homogenen Transformation der y,, mit konstanten 
Koeffizienten von nicht verschwindender Determinante transformieren 
sich die Matrices ebenfalls linear und homogen mit konstanten 
Koeffizienten und zwar kogredient, derart, daß die Transformations- 
determinante #0 ist, 

alsdann befriedigen diese Integralmatrices zwei Differentialsysteme der- 
selben Art. 


1) L. Schlesinger, Vorl, über lineare Differentialgleichungen, Leipzig 1908, 
S. 104—105. 
Pfistner. 4 


we 


Denn geht (Z,) in (D)(Z,), desgleichen (Z,) in (D)(Z,) über, 
wenn sich (Y) in (C)(Y) transformiert, so bleibt die Matrix (Z,) "(Z,) 
bei dieser Transformation ungeändert; sie ist daher, da |(Z,)"1(Z)]+0 
ist, ein System F',, des $ 1, d. h. die Elemente dieser Matrix sind 
nach Satz $ 1, I rationale Funktionen der a,, und ihrer Abgeleiteten. 
Es besteht daher die Relation 


(2) (2) = (r,,) 


Z)=Z)ln,) 4 & d. 
Wir beweisen weiterhin den Satz 


II. Ist (Z,) irgend eine Matrix, deren Elemente rationale Funk- 
tionen der y,, und ihrer Abgeleiteten sind und erfüllt die Matrix (Z,) 
die folgenden Bedingungen 

1. ihre Determinante ıst +0, 

2. bei einer linearen homogenen Transformation der y,, mit kon- 
stanten Koeffizienten von nicht verschwindender Determinante trams- 
formiert sie sich ebenfalls linear homogen mit konstanten Koeffizienten 
derart, daß ihre Transformationsdeterminante nicht verschwindet, 

istferner (Z,) eine Matrix, die mit (Z,) durch die Relation (Z,)=(O)(Z)(#) 
verknüpft ist, wo (C) und (F) Matrices mit konstanten Elementen nicht 
verschwindender Determinante bedeuten, so befriedigen (Z,) und (Z,) 
zwei Differentialgleichungssysteme, deren Koeffizientenmatrices rationale 
Differentialfunktionen der a,, sind, und die Systeme derselben Art sind. 
Dabei entsprechen sich (O)(Z,) und (Z,) als zugehörige Integralmatrices 
von derselben Art. 

In Folge der Voraussetzung (vgl. $1, I) ist (Z,) ein Integral- 
system eines Differentialgleichungssystems, dem mithin auch (C)(Z,) 
genügt, wenn (Ü), wie verlangt, eine Matrix von konstanten Elementen 
nicht verschwindender Determinante bedeutet. Wir bezeichnen die 
Matrix (C)(Z,) auch mit (U). Dann besteht die Relation 


(4) = (U)(F); 


diese ist aber, sofern wir alle Konstanten als unserem Rationalitäts- 
bereiche angehörig ansehen, was wir im folgenden stets tun wollen, 
charakteristisch dafür, daß die zwei linearen homogenen Differential- 
gleichungssysteme, denen (U) und (Z,) genügen, von derselben Art sind. 
Hieraus folgt die Richtigkeit unseres Satzes. 

Im besonderen besitzt die Matrix (Y) selbst die Eigenschaften der 
Matrix (Z,), woraus speziell der Satz folst: 


oder 


— 51 — 


Il,. Besteht swischen den beiden Matrices (Z) und (Y), von denen die 
letztere das Differentialsystem (A) befriedigt, die Beziehung (Z) = (C) (I) (P), 
wo (©) und (F) Matrices mit konstanten Elementen nicht verschwindender 
Determinante sind, so sind die Differentialgleichungssysteme, denen die 
beiden Matrices genügen, von derselben Art. (C)(Y) und (Z) sind ein- 
ander als Integralsysteme derselben Art zugeordnet. 

Hieraus folgt im besonderen: 

Ill. Ist (Z,) irgend eine Matrix des Grades n, deren Elemente 
rationale Funktionen der y,, und ihrer Abgeleiteten sind, und die die 
beiden Eigenschaften 1. und 2. des Satzes LI erfüllt, «st ferner (Z,) eine 
Matrix desselben Grades, die sich von (Z,) nur dadurch unterscheidet 
daß in ihr die Zeilen und Kolonnen in anderer Reihenfolge angeordnet 
sind, so befriedigen (Z,) und (Z,) zwei Differentialgleichungssysteme, 
deren Koeffizientenmatrices rationale Differentialfunktionen der Elemente 
a,, sind. Diese Differentialgleichungssysteme sind von derselben Art. 


Denn unterscheiden sich (Z,) und (Z,) nur dadurch, daß in ihnen 
die Zeilen ö,,,,..., mit den entsprechenden üı, is, ... %,, desgleichen 
die Kolonnen %,,%,,...%, mit den entsprechenden x, %32,...%s Ver- 
tauscht sind, so können dieselben ineinander übergeführt werden, indem 
man (Z,) links mit der Matrix (C) 


. . . s .r .7 .r 
IF ig 2) 


=, 
Mu De 
er I; +,-i1),% (De 77 15 2, r) 


o| 


und rechts mit der Matrix (F') 


[4 [4 / 
fi = ir (# + %,, %, ve BT %ıy Ka, ei %,) 
r=%, 


1 —— Oi, a+eu-xl) EA U = 1% 2, ... s) 


n 


komponiert. Es ist also 
2)-() ZA) A), 

wo (C) und (F) nach dem Obigen Matrices mit konstanten Elementen 
nicht verschwindender Determinante bedeuten, da der absolute Betrag 
von |C| und || gleich 1 ist. Es folgt daher der obige Satz aus 
Satz I. 

Wendet man die eben erhaltenen Resultate auf die in $ 2—6 be- 
handelten Systeme an, so ergibt sich aus Satz I und $2 

IV. Ersetzt man in einer Matrix (Y) = (y,,), deren Elemente einem 
linearen homogenen Differentialgleichungssystem mit Koeffizienten (a, ,) ge- 
nügen, die Elemente jeder Kolonne durch ihre kt («= 1,2,:-:n) Deri- 


vierten, wobei kı,kg,::: k, beliebige, aber fest gewählte ganze positive 
4* 


PERGE ; age 


Zahlen (einschließlich Null) bedeuten, so befriedigen alle diese unend- 
lich vielen Systeme, soweit ihre Determinanten nicht verschwinden, Diffe- 
rentialgleichungssysteme derselben Ordnung n, deren Koeffizientenmatrices 
rationale Differentialfunktionen der a,, sind, und die zu derselben Art 
gehören. 

Analog zu $ 4 finden wir 

V. Bildet man sich die (n”)? Funktionen 


A ... k k & 
kB, 2 en d Pa Y & Pı d Da Y Ga Pa d & Yan Am 
@ı 223 ... 02773 == Te ® SE TRE ver. e ee P 
Bißa- fin da A dx dx m 


wobei kz,,ka,,: ka, m von den n beliebigen, aber fest gewählten ganzen 
Zahlen k,,kg,‘--k, sind und &,,%,*"'@,, sowie B,,ßs,** "PB, Jede 
der Zahlen 1,2,---n bedeuten, ist ferner (Y) = (y;,) ein Fundamental- 
system von Integralen eines linearen, homogenen Differentialgleichungs- 
systems mit Koeffizienten (a,,), und ordnet man diese (n”) Funktionen 
in beliebiger, aber fest gewählter Reihenfolge jeweils in einer Matrix 
TL,(X"”) an, so daß derselben Zeile bzw. Kolonne stets derselbe Term 
Ga, bzw. B, Br: P, entspricht, so genügen diese unendlich vielen 
Matrices IL,(X" «e} sofern ihre Determinanten von Null verschieden sind, 
Differentialgleichungssystemen derselben Ordnung n”, deren Koeffizienten- 
matrices rationale Differentialfunktionen der a,, sind, und die zu derselben 
Art gehören.‘) 

Analog zu $ 5 findet man: 

VI Bilden wir uns die Operation P,(Y“"”) der Ordnung ze 
deren Elemente 


Baßar- 2 
EB L ” kim 
sind, worin die Größen X «%: «m die in Satz V angegebene Bedeutung 
Pıfßa‘° Sm 


besitzen, und = sich über sämtliche Cs, 3,...g„, Fermutationen der Zahlen 


B., Bs"» =B2 ge eckt, so genügen die den ganzen positiven Zahlen 
Ry,dg,--- k, entsprechenden Systeme P„(XY“"”), soweit ihre Determinanten 
nicht verschwinden, Differentialgleichungssystemen der Ordnung ("+7"), 
deren Koeffizientenmatrices rationale Differentialfunktionen der a,, sind, 
und die sämtlich zu derselben Art gehören. 


1) Vergl. hierzu A. Loewy, Transaetions of the American Math. Society 
vol. 5, p. 78—80 (1904). 


EIER ENT, 


Analog zu $ 5 folgt der Satz 
VII. Bildet man sich die el Funktionen 


kp, EB, In KBm ®, A kB, En =. 
Tao. m = EB Bam Yeıcz cm ’ 


Pıßa'"Pm Pıßa'''Pm Pıßa'''Pm 


wo die Summation sich auf sämtliche m! Permutationen der unterein- 
ander verschiedenen Zahlen Bj, Ba, P, bezieht und E33... = +1 
ist, je nachdem der Term PB, Ps: P,, eine gerade oder ungerade Permu- 
tation darstellt, und ordnet diese Funktionen jeweils in einer Matrix 
k . . 
Buch = an, so genügen alle den verschiedenen Zahlen k,,lg,':-k, 
entsprechenden Systeme, deren Determinanten nicht verschwinden, .Differen- 
tialgleichungssystemen mit Koeffizientenmatrices, deren Elemente rationale 
Differentialfunktionen der a,, sind; diese gehören sämtlich zu der- 
selben Art. 


Analog zu $ 6 erhält man 
VII. Bildet man sich die 2? = {n” — ("+m-1) — (*)}? Funktionen 


= An er em vn Fin x Kan Er KR, Er Fam 
&ı Gy‘ "Om = [&ı &g am) — [&ı & m] y 
Pıß2' "Bm [Pı a‘ Am] Pı Pa‘ Pm 


worin die Terme |«, &:-a„)h Ißı Ps: B„] und Pi ße: P, die in 


. 


$ 6, Gleichung (1) gegebene Bedeutung haben, so erhält man das System 
Et e 

Alle den verschiedenen ganzen positiven Zahlen hy, ka, k, ent- 
sprechenden Systeme, deren Determinante =O ist, genügen Differential- 
gleichungssystemen der Ordnung A mit Koeffizientenmatrices, deren Ele- 
mente rationale Differentialfunktionen der a,, sind; diese gehören sämtlich 
zu derselben Art. 

Reduzibilität. 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, den Zusammenhang der Opera- 
tionen IZ,(Y) mit P„(Y), C,„(X) und G,„(Y) darzutun. 

Wir bestimmen zunächst eine Matrix 5 von nicht verschwindender 
Determinante mit rationalen numerischen Koeffizienten, so daß die zu 
II„(X) ähnliche Matrix SIZ,(Y)S-! gleich der zerfallenden Matrix 

a) N) Ö 
TERRA, N 
0 Dr, 
wird, woraus sich dann Schlüsse auf die Reduzibilität des Differential- 
gleichungssystems, dem IZ,(Y) genügt, ziehen lassen werden. 


a 
Bezeichnet man die P,„(Y) bzw. C,(Y) entsprechenden Zeilen 


m 


der Matrix $ = (s,,...,,) mit, a: @„) und {e, @ + @„} (vgl.$6), 


so sollen die numerischen Zahlenkoeffizienten lauten: 


A Am) 
fa) sur. m = 0, wenn (aa: am) h Bi Bar: Bms 


(&, 02°: - ) 1 | 
=7 —, wem (0 0%) Bı ße: Bar 


ga: ‘Om 


vgl. die Angaben auf Seite 29. 


b)') ei =(, wenn \c, 0 cr B Ba: ß 


Pıßa: L "Bm m? 
Se, m) = +1, je nachdem ß, ßs -: - ß,, eine gerade oder 


ungerade Permutation von (&, &g*:: «,,) ist, 


(1) Wir setzen schließlich analog zu Seite 34: 


[@, &2 Am) ; 
e) N 0 0, wenn [a @ :@„|=F Bi ße: Bu 


[&ı &**@ 
Ban =— 1, wenn [c @:::@,] = (Bı Ba: BP) bzw. 
[0% „= IB Bes 
ae = (0), wenn [a, & a] =1ßı ße * * Buh 
aber |&, & a] #|Pı Pa: Pal; 
[&ı @2° am] 


Se en 1, wenn [«, & --o„]=1Pßı Ps: Pal 


Die Matrix (S$) hat eine nicht verschwindende Determinante, wie 


sich aus der Existenz der inversen Matrix ($)"!= (6 BE 


u ergibt. 
Es folgt aus 


1% Am ER £ ER ee 
(9-1 = Een) (a 9 1 Eh n 
Sg Bass: R) &@g::Q ee 
oe dh her 
daß 
Ayla -Q AR EN &&g:- Pr ® Be 
2 en en = OB: Bm (Ayyda, Am=12 ) 
RER N 


ist, oder unter Berücksichtigung von a), b) und ce), da 


Mast = . ® . . .. 
S Ayech) 0, WENN Gy: 4 Ay Ay An 
ist, 
(2) ua 0m go a um Er Core 
a ay,%y Cym Pı fa‘: Pm Pıßa‘ ‘Bm’ 


1) A. Loewy: a.a. 0. Seite 66—73. 


EM BEE 
wo _ sich über sämtliche O, 


27 
zu erstrecken hat. Aus (2) folgt durch Einsetzen der Werte von (1) 
unmittelbar 


1&2-:-@„ Permutationen von &,a,:--«, 


@)Gg' "Am 


> 9 ha: Bm =: 0, ara in as (B, Ps RR P,n) 


ag‘ Am 


TR 1, wenn & a,» (ßı ßs °P.) 


De 2 0, wenn + En) 


a, dom 


Bıßa m) a5 EEREN nachdem «, &, :-- «,, eine gerade 


oder ungerade Permutation von 
(e, ve &)h 
&ı10%2'° km 


Y) GI Wenn al ße Bud, 
2 1 
Go Re BER 2 er ? wenn 0 0 Fat Rn an [Bı Ba ne ß,. 
2° m 
aber 00 = [ßı Ps 0% Ba; 
A 1 a 
© Bßa:-- Am] re OLSEN m, Wenn 0, Re, = [B, P3 De Bal: 


Mit Hilfe dieser Matrices verwandelt sich, wie leicht hieraus zu 
beweisen und aus der Arbeit von Herrn Loewy (a. a. O.) hervorgeht, 
BL. 0 0 

Heer Din el (re 

B;, Da; D;;, 

Wir haben also bloß noch die Zeilen [a,«,--- 


[e, @2: 


&„) der Matrix 


II,(Y)S-! zu untersuchen, deren Glieder wir mit 2 "@ml yezeichnen 


m Pı Pa’ De Pm 
En Es wird nun nach ce) und «), P), Re 
ze pm] 3 sleı gm) ya Am Ay ig Am 
na Aydg: Am 4, ‚2 'r Em Pıßz‘'"Pm 
Ayla Am Aria Am 
(2) (Asia: Amskıyday  Am=l2° N) 


es > h 2 N Be yıı re I oe a oh 
= @y Er IR, Ps er: Pıßa‘' "Bm 


wo und im Falle y) auch ® sich über sämtliche Permutationen 
a, RN 
Ry,&y, en LEBE [&,% a «| bzw. Ps, Bo, L® Po„= Pıßs A Pa im Falle «) 
und ß) aber I über alle Terme By,ßs, Bo» Bıßa‘-P,, erstreckt; wir 
Pg 
wollen die letztere Summation durch I" andeuten. 
Py 


I 
1. Berechnung der Glieder De 
Aus ce) und «) folgt nach (2) unter Benutzung von $ 6, (dc) 


Pi: 22: "em _ ste S en yırı“ Ya en, o’s,Ps A Rep 
Bıßa'-ß > I 2a 
er Ba Bm) ER die (Pı fa‘ Pm) 
an (Lim) __ ,,t (era: 0m) } BSR) 

2 (on: er Er Y ß EN ß PS er: En ) 


2. Berechnung der Glieder Ba, (Bush 


Aus e) und ß) folgt nach (2) 


[&ı vr 0 ni N ste gm] y, ae en : ln PN. ; RR 
{ fıfa‘'"Pm} PN ) EN. ß ß ß { Pıßa‘ Bm} 
on, ß5 m "dd; Im 
= Su, Fa m) Yo {(a1@2° be a ) oo, 2 a 
: Yıya un 1 OR { Rıßa' "Pm } 
) 
[@ı 2° Am] { (a1 m) } [&ı &2*** @&m] (a1 am) ) 
war Yaraaı ru A (4; —Y5 ey m : 
> \ A, Ve = en 


Das letztere folgt wieder nach $ 6, (dc). _ bzw. I bedeutet, 


ger. Ps unger. Ps 
daß sich die Summation über sämtliche geraden bzw. ungeraden Per- 
mutationen zu erstrecken hat. 
3. Berechnung der Größen N: (B,,) 
Aus ce) und y) folgt analog nach (2) und $ 6, (5) 


„lass em D 2° Ne Ry,8y, Ryım PEST FESLL 
[fı fa" Pm] = EIER Y 39 Bo [fı Pa‘ Pml 
Y 
= (v [&ı 2°" @m] = (1 @2 am) ) ) Er Pb 
2 ” 70,00,°' Po Ps, fd," Am [Bı pa "Pml 
u N : ( [&, @, am] (a1 8° am) } ) 
Z 


C RB Ps, Pd,‘ Pöm 4 Po,ßo," Pöm 


[&ı&2 Am] Te { (&1 &2 °C) } [&ı & Am] je (ei 2° Cm) } 
m (y [Pi 2°: Am] VB: ml ) = Yaß-- Pm] Yak-- Bm] ; 


Diese Elemente stimmen aber genau mit den in $ 6, De für 
Gn(Y’) gegebenen überein. Daraus folgt 
PX) 0 0 
SUN 09 7°) 09 
0 Or 


EN 


Nun haben wir ın $ 6 gezeigt, daB 
el) anlr)(P)?: 


ist, wo (P) die dort angegebene Matrix nicht verschwindender Deter- 
minante bedeutet. 


Setzen wır also 
N MOR EU 
(T)=|0 E 0 (8), 
EELI R 


wo E, und E, Einheitsmatrices mit so vielen Zeilen sind, als P,(Y) 


und C,(Y) haben, so wird 
Bach), 0 0 


nn nen- = 0 :0,ry20 
0.0 Wa 


Wir haben mithin eine Matrix (T) mit numerischen Zahlen und 
nicht verschwindender Determinante derart angegeben, daß durch Trans- 
formation mit derselben die Matrix IL,(Y) in das zerlegbare System 


| DROHTE 0 
Dre (Y), 


übergeführt wird, das also durch Aneinanderreihen der Operationen 
P„(Y) C„(X) und G,(Y) entsieht.!) 

Da aber Differentialgleichungssysteme mit zueinander ähnlichen 
Integralmatrices nach Satz II von derselben Art sind, so folgt weiter 
der Satz: 

Unter den Differentialgleichungssystemen, die mit demjenigen von der- 
selben Art sind, welches die in Satz V (8. 52) aufgestellte Integralmatrıx 
II„(Y) befriedigt, gibt es eines, das ein zerlegbares Differentialgleichungs- 
system darstellt; dieses setzt sich aus den Differentialgleichungssystemen, 
denen die Integralmatrices P,(Y), C,(XY) und G,„(Y) genügen, zusammen. 


1) Dieses Resultat stimmt auch mit den allgemeinen Sätzen von Herrn J. Schur, 
a. a. OÖ. Einleitung überein; vgl. auch Jahrbuch über die Fortschritte der Math. 
Jahrg. 1906. S. 158. 


Pfistner. 4 #* 
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